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Glossaire € Notations

Glossaire

ODE (Ordinary Differential Equation) Equation différentielle ordinaire
DAE (Differential Algebraic Equation) Equation algébro-différentielle

LCP (Linear Complementarity Problem) Probléme linéaire de complémentarité
DES (Discrete Event System) Systéme a événements discrets

MDE (Measure Differential Equation) Equation différentielle & mesure

Notations mathématiques

Amaz (M) : la plus grande valeur propre de la matrice M
Amin(M) : la plus petite valeur propre de la matrice M
F(t*): limite a droite de la fonction F(.) discontinue en ¢
F(t7): limite a gauche de la fonction F(.) discontinue en ¢
or(t): Saut de la fonction F(.) discontinue en t, op(t) = F(t1) — F(t7)
Ala,b] : mesure de Lebesgue de 'intervalle [a,b]
X > 0: le vecteur X de dimension m est positif si tout ses composantes le sont, X; > 0
pour tout 1 <7< m
X L ) signifie que X et A sont orthogonaux, i.e. X7\ =0

Notations relatives au controleur de la partie I

T{C”c: L’instant ¢ du cycle k.. choisi par le concepteur. (time-based event)
t;°: L'instant ¢ du cycle k., dont I'occurrence est fonction de I’évolution du systéme.

(state-based event)

ty: représente de fagon générique les instants d’impact lors d’une accumulation d’impacts,
on omet 'exposant k.. relatif au cycle dans lequel on se trouve.

Iy.,. = [ Cyc,tl;cyc]: représente la phase de transition.

Dokeyet1 = [tl;cyc,tflcyc]: représente la phase complétement contrainte.

Doeye = [t’;cyﬂrf “U¢]: représente la phase libre.

Q0 = Uk, 08 2%,,.: représente les phases sans impact.
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Avant-propos

Cette thése s’inscrit dans le cadre des travaux réalisés & PINRIA! Rhone-Alpes dans
I'équipe BIPOP et au LAG? sur les systémes dynamiques non-réguliers.

La classe des systémes dynamiques non réguliers contient tous les systémes présentant des
sauts dans leurs états (impacts, réinitialisations de leurs états, systémes a champs de vecteurs
non différentiables et les conditions de complémentarité...). Comme une bille qui rebondit a
terre, un circuit électrique comportant des diodes idéales ou des transistors CMOS [Bruma
& Otten, 1997|, un systéme hybride etc. Par contre dans cette étude nous nous intéresserons
a une famille plus restreinte de tels systémes que sont les systémes mécaniques lagrangiens
soumis a des contraintes unilatérales.

Les systémes mécaniques soumis a des impacts sont nombreux, les plus courants sont les
robots bipédes, les jongleurs, les mécanismes avec jeu, ou toute sorte de robot présentant une
interaction avec un autre robot ou avec son environnement.

Motivations

L’objectif principal de cette thése est ’élaboration d’un schéma de commande pour assu-
rer la poursuite de trajectoires pour des systémes mécaniques non réguliers, c’est-a-dire des
systémes qui peuvent, au cours de leur évolution, rentrer en contact avec une surface sans
pouvoir la pénétrer. La difficulté principale pour ce type de systéme est que si le systéme
touche la surface avec une vitesse normale non nulle, il se produit un impact et des disconti-
nuités apparaissent au niveau de la vitesse et des efforts de contact. De méme des incertitudes
au niveau de la position de la contrainte peuvent provoquer des impacts non sollicités entre
le systéme et la surface.

L’étude de ces systémes est importante pour certaines applications industrielles tels que
le surfagage et la soudure, ou pour des applications en robotique tels que les robots bipédes
ou les jongleurs.

Ces systémes peuvent étre vus comme un mélange de systémes continus et de systémes a
événements discrets dont I’évolution dépend de 'activation ou non des contraintes. Ceci nous
oblige a développer de nouveaux schémas de controle hybrides et de nouveaux outils d’analyse

1. Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique
2. Laboratoire d’Automatique de Grenoble
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adaptés a ces systémes dynamiques. Dans [Pagilla, 2001]|, ’auteur propose une loi pour réguler
la position d’un systéme mécanique sur une surface, en montrant que les sauts de la fonction de
Lyapunov, qu’il a choisie, sont toujours négatifs aux instants d’impact. Il montre la stabilité
de la commande proposée. Dans [Menini & Tornambe, 2001], les auteurs s’intéressent au
probléme de la poursuite de trajectoire pour un systéme non-régulier particulier : une particule
de masse unité contrainte d’évoluer dans un cercle dont la trajectoire de référence percute
les bords du disque une infinité de fois. Dans leurs schéma de commande, ils intégrent les
rebonds dans I'expression de la trajectoire de référence. Ceci impose de connaitre parfaitement
le modéle d’impact pour espérer obtenir une stabilité asymptotique, de plus ils se limitent au
cas purement élastique (e, = 1).

A Tinverse [Mills & Lokhorst, 1993 présentent une structure de commande qui s’affran-
chit de la connaissance précise de la loi de restitution pour faire de la poursuite de trajec-
toires. Dans leur analyse, ils utilisent un modeéle de contact compliant (systéme masse-ressort-
amortisseur) pour modéliser 'interaction entre le systéme et la contrainte. L’intérét d’une telle
approche est d’avoir un état qui reste continu. La faiblesse de leur approche est d’avoir des
gains qui sont fonction de la compliance du contact. Ainsi si 'on fait tendre vers l'infini la
raideur du ressort modélisant le contact (pour tendre vers un contact rigide) alors la loi de
commande nécessite 1'utilisation de gains infinis.

Dans la premiére partie de cette thése nous allons proposer une loi de commande pour
faire de la poursuite de trajectoire pour des systémes mécaniques dont les interactions avec
I’environnement sont modélisées par de la complémentarité, et sans connaissance de la nature
du contact (élastique ou plastique).

Le deuxiéme objectif de cette thése est I'étude du comportement d’un robot bipéde plan
sous-actionné soumis & des impacts multiples. Cette étude est faite dans 'optique de réaliser
une marche en double support pour le robot Rabbit.

Plan de lecture

Dans le premier chapitre, nous présenterons les aspects de la modélisation des systéemes
lagrangiens soumis & des contraintes unilatérales.

Les chapitres 2 a 7 correspondent a la premiére partie du mémoire, relative a la poursuite
de trajectoires pour des systémes non-réguliers.

— le chapitre 2 présente la problématique de la poursuite de trajectoires,
— le chapitre 3 présente les notions de stabilité utilisées dans cette étude,
— le 4°m¢ chapitre détaille la structure du contrdleur proposé,

— le chapitre 5 présente deux variantes de notre schéma de controle,

— des simulations numériques sont exposées dans le chapitre 6,

4 Jean-Matthieu Bourgeot
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— et enfin le 7°™¢ chapitre propose des pistes possibles pour I'extension de ce schéma aux
cas des impacts multiples.

Les chapitres 8 & 9 correspondent a la seconde partie du mémoire axée sur 1’étude du
double impact d’un robot bipéde plan.
— le chapitre 8 présente la problématique de la marche en double support,
— le chapitre 9 propose une nouvelle approche pour caractériser I’évolution du bipede lors
de I'impact, ainsi qu’une application au robot Rabbit.

Enfin nous présentons les conclusions de ce travail ainsi que les perspectives.

Contribution a la commande de systémes mécaniques non-réguliers 5
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Chapitre 1
Quelques rappels sur la mécanique non
réguliére

Ce premier chapitre présente les bases de la mécanique non-réguliére utiles pour cette thése.
Aprés avoir présenté la dynamique ainsi que les lois d’impact présentes dans la littérature,
nous introduirons les choix retenus pour la suite sur ’exemple simple d’une bille.

1.1 Introduction

Notre étude porte sur le controle de systémes mécaniques Lagrangiens soumis a des
contraintes unilatérales sans frottement. La dynamique d’un systéme Lagrangien peut s’écrire
sous la forme suivante:

MX)X +N(X,X)=U (1.1)

ot X € R™ est le vecteur de coordonnées généralisées, M(X) = MT(X) > 0 € R™" est la ma-
trice d’inertie, N (X ,X ) contient les effets de Coriolis, centripétes et les forces conservatrices,
U représente la commande [Canudas-de-Wit et al., 1996, section 1.2.1].

Ce systeme est contraint d’évoluer dans un certain domaine ¢ de ’espace de configuration.
Cette contrainte d’évolution peut étre modélisée par une série de contraintes unilatérales sur
la position du systéme:

F(X)>0, X eR", F:R"— R" (1.2)

ot F'(X) représente en quelque sorte la "distance" entre le systéme et le bord de ®. dim(X) =
n est le nombre de degré de liberté du systéme, dim(F (X)) = m correspond au nombre de
contraintes unilatérales.

La dynamique du systéme contraint est décrite par:
MX)X +N(X,X)=U (13)
F(X)>0 '

L’équation (1.2) traduit le fait que les différents corps qui composent le systéme ne peuvent
pas s’interpénétrer. L’équation (1.1) décrit I’évolution du systéme libre, c’est a dire lorsque
F(X) > 0. Pour décrire I’évolution du systéme lorsqu'une des contraintes est active, on
introduit des multiplicateurs de Lagrange dans la dynamique contrainte du systéme. Les
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multiplicateurs A, traduisent l'effort de réaction entre deux corps lorsqu’il y a contact. La
dynamique (1.3) du systéme devient :

M(X)X + N(X,X)=U+VF(X)\,
F(X)>0

An =0

F(X)™\, =0

(1.4)

ot VF(X) correspond au gradient de F'(X). Cela traduit que la force de réaction est toujours
normale & la surface de contact (en l’absence de frottements) dans le cas d’un contact avec
une seule contrainte. Dans le cas d'un contact avec plusieurs contraintes, 'opposé de la force
de réaction se trouve dans le cone normal® (i.e. —VF(X)\, € Ng(X)).

L’inégalité A\, > 0 dans (1.4) traduit le fait que la force de contact est unilatérale, c’est-a-
dire qu’il n’y a pas d’effort de collage ou d’adhésion entre les corps en contact. On ne modélise
que des efforts de réaction.

La relation de complémentarité \! F(X) = 0 dans (1.4) traduit le fait qu’il n’y a pas
d’effort & distance (i.e. gravitation, force électromagnétique etc.) entre les différents corps du
systeme.

Les contraintes unilatérales et la relation de complémentarité précédentes peuvent se
mettre sous une forme plus compacte :

{ M(X)X + N(X,X) =U+VF(X)A, (1.5)

0<F(X) LA >0

L’ensemble d’équations différentielles et algébriques de (1.5) permet de modéliser I’évolu-
tion du systéme en régime libre (lorsque aucune contrainte n’est active) et en régime com-
plétement contraint (lorsqu’une ou plusieurs contraintes sont actives). Il reste a décrire le
comportement du systéme lors de la transition entre ces deux modes:

La transition se fait lorsque le systéme atteint la surface d’'une contrainte. Pour maintenir
le systéme a l'intérieur de son domaine d’évolution ® (pour qu’il n’y ait pas interpénétration
de solides I'un dans I’autre), il se produit une discontinuité de la vitesse. Cette discontinuité
est décrite dans le modéle dynamique par une loi d’impact2qui relie les vitesses post impact
aux vitesses pre impact (i.e. X () = f(X(t;),X(t;))).

Un modéle dynamique complet d’un systéme Lagrangien soumis a des contraintes unila-
térales sans frottement a la forme suivante:

M(X)X + N(X.X)=U+VF(X)\,
0 F(X)LA >0 (1.6)
loi de choc

1. le cone normal Ng est décrit sur la figure 1.2
2. La loi d’impact est aussi nommeée par la suite “loi de choc” ou “loi de restitution”
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1.1 Introduction

Ce type de modeéle permet de décrire des systémes aussi divers que des robots marcheurs
[Hurmuzlu et al., 2004], des jongleurs |Zavala-Rio & Brogliato, 1999], des systémes avec jeux
que des systémes aéronautiques [Avila-Vilchis et al., 2003].

Dans les sections suivantes nous allons définir de fagon plus précise les notions de domaine
admissible ®, de lois d’impact et de I'influence des contraintes unilatérales pour la commande.

1.1.1 Domaine admissible

Le domaine admissible ® est ’ensemble fermé de ’espace de configuration dans lequel le
systéme peut évoluer, i.e.

®={X|F(X)>0}= () &, & ={X|F(X)>0}, F:R"—R

1<i<m

Ot les fonctions Fj; : R™® — R sont des fonctions réelles C*. Pour des raisons évidentes,
nous supposons que ® # (), afin de ne pas obtenir d’incohérence dans le modéle. Le bord de
® est noté 0.

Définition 1 (Singularité) : Une singularité de 0® est U'intersection de deux (ou plu-
sieurs) surfaces 3; = {X|F;(X) = 0}. Une singularité est dite de co-dimension « lorsqu’elle
est I'intersection de « surfaces ;.

(a) Convexe (b) Non Convexe

F1G. 1.1 — Points non différentiables

Dans les chapitres suivant nous nous intéresserons au probléme du controéle qui stabilise un
systéme dynamique sur la surface 0®. Dans le cas ot m > 2, le systéme risque de rencontrer

Contribution a la commande de systémes mécaniques non-réguliers 9



Chapitre 1. Quelques rappels sur la mécanique non réguliére

une singularité de la frontiere O® (i.e. une surface de codimension « > 2). Dans notre étude
nous ne considérons que des espaces admissibles qui contiennent des singularités convexes
(voir figure 1.1.a).

Une contrainte unilatérale se caractérise par la relation F(X) > 0, qui peut s’exprimer
localement par: CX + D > 0 ou C et D sont deux matrices. Clairement l’exemple non-
convexe de la figure 1.1.(b) ne peut pas s’exprimer sous la forme d’une intersection de deux
domaines convexes ®;. Cette configuration non convexe est nommé “reintrant corners” dans
la littérature [Glocker, 2001 [Frémond, 2002]. Le fait de se restreindre a des singularités
convexes, ne veut pas dire que I’espace admissible tout entier doit étre convexe: Par exemple
le domaine de la figure 1.2 est non convexe, mais il peut quand méme étre exprimé sous la
forme de ®. Un tel domaine est dit régulier [Clarke, 1990]. Un ensemble est régulier si il est
localement convexe.

344,'1/\]4) (X1) e Singularité

FiGg. 1.2 — Exemple d’un domaine non-convexe régqulier

1.2 Loi de chocs

On a vu dans le paragraphe d’introduction qu'une loi de choc est nécessaire pour intégrer
la dynamique (1.6), et pour garder le systéme dans le domaine ®. Nous allons exposer ici
quelques lois de restitution.

1.2.1 Loi unidimensionnelle

La loi de Newton est caractérisée par un coefficient de restitution (noté e, ), qui relie les
vitesses pre et post impact des deux corps qui se choquent. Soit la définition suivante du
coefficient de restitution:
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1.2 Loi de chocs

. vi(ty) — va(ty)
Tou(ty) —valty)
ou tj représente l'instant de I'impact, vy (-) et vy(+) représentent respectivement les vitesses
des corps 1 et 2.

(1.7)

Pre-impact Impact Post-impact

FiG. 1.3 — Impact unidimensionnel

Si e, = 0, le choc est dit plastique, et les deux corps restent collés I'un & 'autre aprés
I'impact. Si e, = 1, le choc est dit élastique, il n’y a pas de perte d’énergie cinétique (voir
'équation (1.13)).

Dans le cas d'un systéme contraint & évoluer dans un certain espace (i.e. le cas d’une
contrainte unilatérale), un des deux solides mis en jeu est fixe (i.e. un mur, le sol, un obstacle
etc.), la loi de Newton se transforme en:

wit) = —equnty) (18)

dans le cas des systémes a 1 degré de liberté.
Pour les systémes a plusieurs degrés de liberté on prend :

Xo(th) = —enXn(ty) , en € [0,1] (1.9)

ol X,,(+) correspond a la composante normale de X (-) dans la métrique cinétique associé a
M(X). L’équation (1.9) peut se réécrire |Brogliato, 1999, section 6.2]:

X(tHIVFE(X) = —e,X(t;)TVF(X) (1.10)

1.2.2 Lol multidimensionnelle
Loi de Moreau

Nous allons présenter dans cette section la loi d’impact multiple de [Moreau, 1988|, c’est-
a-dire la loi suivante :

Contribution a la commande de systémes mécaniques non-réguliers 11



Chapitre 1. Quelques rappels sur la mécanique non réguliére

X(ef) = —enX () + (1 ) angmin Lo XM ) - X)) (L11)

ot X (t) représente la vitesse post-impact, X (t; ) représente la vitesse pre-impact, T (X (t))
est le cone tangent au point X (¢) de I'espace @ (voir les figures 1.1 et 1.2 ou X et T (X) sont
décrits), e, représente le coefficient de restitution, e, € [0,1].

Remarquons que si 'angle (i,E\Q) < 7 alors dans un voisinage de X on a & ~ Tp(X)
lorsque X € ¥; N Y,. Le cone tangent est définit comme le cone polaire au cone normal
Ng(X(t)), voir [Clarke, 1990| [Hiriart-Urruty & Lemaréchal, 1996] [Moreau, 1988]. Ces deux
cones sont des ensembles convexes. Ils sont une généralisation des sous-espaces tangents et
normaux de ’espace de configuration qui contiennent respectivement les vitesses et les efforts
de contact dans le cas des systémes a contraintes bilatérales.

Lorsque m = 1, la loi de Moreau en (1.11) est identique a la loi de Newton X,,(t}) =
—e, X, () (voir équation (1.9)), ot X,, correspond a la composante normale de la vitesse.

La loi de choc (1.11) peut étre réécrite comme [Mabrouk, 1998]:

X () = X(t) = (14 en)proxy () [M (X (1)) No (X (1)); X (1)) (1.12)

Oll ProxXys(x (1)) correspond au point “proximal” dans la métrique définie par I’énergie cinétique
a l'instant ¢, No (X (tx)) est le cone normal de ® en X (). Cette forme de la loi de restitution
(1.12) sera utile pour quelques calculs dans les preuves de stabilité. Il peut étre intéressant de
voir [Glocker, 2002| pour une interprétation géométrique de cette loi.

D’aprés [Mabrouk, 1998|, on montre que la loi de restitution (1.11) implique une perte
d’énergie cinétique a chaque instant d’impact:

11—e,
21+e¢,

Le choix de cette loi pour le reste de ’étude est complétement arbitraire, et comme nous
allons le voir par la suite d’autres lois existent. La loi d'impact de Moreau est utilisée ici
car elle est mathématiquement intéressante, elle est solvable numériquement, puisqu’elle est
basée sur le principe de Gauss |Brogliato et al., 2002|, et enfin parce que c’est I’extension
directe de la loi de Newton au cas des impacts multiples (tant que I'on ne tient pas compte
des frottements).

T, (t) = X(t) — X()] Mla() [X(5) - X)) <0 (113)

Loi de Pfeiffer et Glocker

La loi de [Pfeiffer & Glocker, 1996] est basée sur une décomposition de I'impact en deux
phases:

— une phase de compression [T4,7¢].

— une phase d’expansion [T¢,Tg].
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1.2 Loi de chocs

Ces deux phases sont considérées comme instantanées, si bien que:
Ty =1, etTEEtkF

Cette décomposition en deux phases nécessite la résolution des systémes pour la phase de
compression et d’expansion.

) . A ) . A
M(gc — ga) = (WaWr) (A:g M(gg — o) = WnWr) (Agg

. : . et . : .
gve N _ (WX Y, . gnaA gnve \ _ (W ) o (ch)
(gTC’ ) B (WQ?) (Go = da) + ( gTA) (gTE ) B (Wg (4p = dc) + grc

ou ¢; correspond a I'état du systéme a l'instant T}, A représente des forces impulsionnelles,
g la vitesse relative au niveau de la contrainte considérée. Les indices N et T correspondent
aux composantes normales et tangentielles. La résolution de cette loi d’impact se fait en
résolvant deux LCP? [Pfeiffer & Glocker, 1996, section 8.8]. Alors que les lois précédentes
sont caractérisées par un coefficient de Newton (e, = —v(t))/v(t;,)) sur les vitesses, cette loi
est caractérisée par un coefficient de Poisson (e, = Ayg/Anc) sur les impulsions. Dans le
cas sans frottement qui nous intéresse dans cette étude, cette loi basée sur un coefficient de
Poisson est équivalente a la loi de Newton [Pfeiffer & Glocker, 1996, section 8.6].

1.2.3 Existence et unicité des solutions

Dans la suite des travaux nous utiliserons la loi de Moreau (1.11) comme loi de restitution.
Cette loi associée au systéme (1.6) définit complétement le systéme dynamique. Nous allons
voir quels sont les principaux résultats présents dans la littérature sur l'existence et 'unicité
des solutions.

Les résultats les plus généraux sur I'existence et 'unicité des solutions pour des systémes
tels que dans (1.6) peuvent étre trouvés dans |[Ballard, 2000] et [Ballard, 2001].

La solution de (1.6) existe et est unique si toutes les données entrant dans (1.6) sont
analytiques par morceaux. Alors X (-) est absolument continue et X(-) est une fonction a
variations bornées continue a droite. Dans ce cas l'accélération est une mesure, ainsi que
les multiplicateurs Ax. Nous allons toujours supposer que ces conditions sont vérifiées dans
cette étude. Généralement les impacts multiples (voir les définitions 1 et 5) rendent les so-
lutions discontinues par rapport au conditions initiales (X (0),X (07)), sauf dans certains cas
particuliers :

— impacts plastiques avec un angle cinétique* entre les contraintes inférieur ou égal a 5

[Paoli, 2002],
— impacts avec un angle cinétique entre les deux surfaces de contraintes égal a 7 [Ballard,

2000]).

3. Linear Complementarity Problem, voir annexe C.
4. On reviendra sur la notion d’angle cinétique a la page 75.

Contribution a la commande de systémes mécaniques non-réguliers 13



Chapitre 1. Quelques rappels sur la mécanique non réguliére

Lorsque m = 1 (une seule contrainte), les solutions sont toujours uniques quel que soit le
coefficient de restitution e,, [Schatzman, 1998|.

Puisque les vitesses peuvent étre discontinues, mais que leurs limites a droite existent
toujours, les systémes tels que ceux décrits par (1.6) sont dits prospectifs, car lors de leur
intégration on cherche a connaitre X (¢) [Moreau, 2003).

1.3 Les impacts: Perturbation ou bénéfice pour la stabi-
lisation?

Généralement en commande de systémes dynamiques, les impacts sont considérés comme
une perturbation, et un controleur tente de stabiliser le systéme contrélé sans que I'influence
des impacts ne soit prise en considération, ni dans la conception de la loi de commande, ni
dans I'analyse de stabilité. Dans certains cas la présence d'une contrainte unilatérale (et donc
possiblement d’impact) n’est pas forcément néfaste a I’atteinte d’une position d’équilibre. Par
exemple, on regarde le cas a un degré de liberté d’une bille de masse unitaire qui se déplace
suivant l’axe Oz soumis & son propre poids. Si on lache la bille a une altitude (zy > 0) avec
une vitesse nulle (29 = 0), on obtient le mouvement suivant :

1
Z=-g,z2=—gt, z:—agt2+zo (1.14)

La bille tombe indéfiniment sans que le systéme ne trouve une position d’équilibre (figure

1.4.(a)).

hoz ho-

F1G. 1.4 — Systéeme libre vs. Systeme contraint

Considérons maintenant le méme systéme avec un sol a l'altitude z. = 0. Ceci revient a
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1.8 Les impacts : Perturbation ou bénéfice pour la stabilisation ?

rajouter a la dynamique de la bille une contrainte unilatérale et une loi d’impact, pour ce cas
unidimensionnel on choisit la loi de Newton, d’ou la dynamique de la bille:

Z=—g+ A
0<zLA>20 (1.15)
Aty) = —eni(ty)

Si e, < 1, la bille soumise a son seul poids se stabilise sur la surface z = 0. Le systéme finit
toujours par trouver une position d’équilibre quelle que soit la position de la contrainte z.
(tant que z. < 2o bien sir) et quelle que soit la valeur du coefficient de restitution 0 < e,, < 1.
A léquilibreona z2=2=2=0,et A=g.

Cette constatation est importante car dans la partie I nous allons proposer une stratégie
de commande pour un systéme mécanique soumis a des contraintes unilatérales. La stratégie
que nous proposons ne nécessite pas la connaissance du coefficient de restitution, et est trés
robuste vis-a-vis de la connaissance de la position de la contrainte. Tout cela parce que la loi
de commande tente de recréer une sorte de “gravité virtuelle” en direction de la contrainte
choisie. (voir détail dans la partie I).

Comme nous ’avons vu dans la section précédente, & chaque instant d’impact il se produit
une perte d’énergie cinétique si e, < 1 (voir I’équation (1.13)). Si d’autre part on étudie la
stabilité de notre systéme dynamique a ’aide d’une fonction de Lyapunov, et si cette fonction
est choisie assez proche de I'énergie totale du systéme, alors la perte d’énergie cinétique a
chaque impact peut avoir une influence bénéfique sur la stabilisation du systéme. C’est ce que
nous verrons dans les chapitres 5.1 et 5.2.

U Systéme w(?)
Lagrangien
3
0
¢ w(t) g
<

Fi1G. 1.5 — Systéme Lagrangien contraint

D’aprés [Brogliato, 2004], le systéme (1.4) couplé a la loi (1.11) peut se mettre sous la
forme de deux blocs dissipatifs (tel que sur la figure 1.5). Ce systéme posséde un point d’équi-
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Chapitre 1. Quelques rappels sur la mécanique non réguliére

libre stable au sens de Lyapunov si son énergie potentielle U(q) posséde un minimum strict
dans ® (c’est I'extension du théoréme de Lagrange-Dirichlet au cas non régulier).

Ces deux remarques nous permettent de définir deux orientations utilisées par la suite
pour faire de la poursuite de trajectoire.
1 - Les commandes utilisées pour faire de la poursuite de trajectoires pour des systémes
mécaniques non-réguliers seront basées sur la passivité.

2 - Les trajectoires de références de ces controleurs seront choisies dans le but de simuler
une “gravité virtuelle” en direction de la contrainte ot I’'on souhaite se stabiliser.
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Premiére partie
Poursuite de trajectoires pour un
systéme mécanique Lagrangien

Cette premiére partie propose d’étendre l'utilisation de lois de commande initialement
prévues pour la poursuite de trajectoires de systémes réguliers, a des systémes contraints.

Sommaire

* Problématique
Définitions des trajectoires de référence
* Notions de Stabilité
Définitions et Théorémes de stabilité adaptés & la mécanique non-réguliére
* Structure du controleur
Structure du controleur basé sur la loi de Paden-Panja
* Analyse de stabilité
Analyse de la loi de Paden-Panja grace aux notions précédentes
* Controleur a loi & décroissance exponentielle
Structure du controleur basé sur la loi de Slotine-Li
* Simulation
Résultats numériques sur la convergence des lois proposées
* Chocs multiples
Extensions possibles de ce controleur pour des chocs multiples

* Conclusion
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Chapitre 2
Introduction - Positionnement du
probléme

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la poursuite de trajectoires pour des systémes
non réguliers soumis & des contraintes unilatérales sans frottement. On note X € R" le vecteur
de coordonnées généralisées. D'une maniére générale le probléme de la poursuite de trajec-
toires est que toutes les trajectoires X (.) doivent converger vers une trajectoire de référence
(notée X,4(.)). Cette trajectoire de référence est déterminée souvent hors-ligne. Pour obtenir
un controleur robuste nous utilisons la stabilité du point fixe au sens de Lyapunov. C’est-a-
dire que nous nous intéresserons a évolution de 'erreur de poursuite (X — X4, X — X;). Le
probléme de la stabilisation revient a choisir X, constant. Pour des systémes mécaniques non-
linéaires, le probléme de la poursuite de trajectoires est connu pour étre plus difficile que celui
de la stabilisation [Lozano et al., 2000]). Pour les systémes non-réguliers, le probléme de la
stabilisation est étudié dans [Brogliato, 2004|, |Goeleven et al., 2003]. Par contre le probléme
de poursuite pour des systémes non-réguliers reste encore mal connu [Brogliato et al., 1997],
[Brogliato et al., 2000], ainsi que [Menini & Tornambé, 2001] pour le cas particulier ou e,, = 1.
Des applications a la poursuite pour des systémes non réguliers peuvent étre trouvées dans le
contrdle de bras manipulateur accomplissant des taches telles que le polissage ou I’ébavurage
[Komanduri, 1993] [Ramachandran et al., 1994], la rectification de surface [Shia et al., 1998],
taches qui sont trés importantes dans I'industrie manufacturiére [Studny et al., 1999], etc, et
plus généralement dans tous les systémes mécaniques qui effectuent des actions comportant
des phases de contact et d’impact.

Le systéme mécanique non-régulier qui nous intéresse dans ce travail évolue dans trois

états différents, chacun de ces états définissant un phase:

— 1) Une phase de mouvement libre, durant laquelle le systéme n’est soumis a aucune
contrainte (F'(X) > 0, ou F(.) est une fonction qui représente la distance entre le
systéme et la contrainte).

— ii) Une phase complétement contrainte, durant laquelle le systéme est soumis & une
contrainte holonome (F;(X) = 0 durant un intervalle de temps non nul, pour un ¢ €
{1,...;,m}), et durant laquelle une force de contact non nulle existe entre le systéme et
la contrainte.

— iii) Une phase de transition, dont le but est de stabiliser le systéme sur la surface de la
contrainte ¥; = { X|F;(X) = 0}, ou bien (] %; dans le cas des chocs multiples.
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Chapitre 2. Introduction - Positionnement du probleme

Dans la premiére phase, le systéme est décrit par des équations différentielles ordinaires.
Dans ce cas, le probléme de la poursuite de trajectoires a été résolu par plusieurs controleurs
qui assurent une stabilité asymptotique globale (retour d’état linéarisant, controle adaptatif,
controle robuste, passivité, etc ...[Lozano et al., 2000])

La seconde phase concerne le controle d’une équation algébro différentielle. Ceci est résolu
par l'utilisation de controleurs en force/position [McClamroch & Wang, 1988],[Yoshikawa,
1987].

Enfin durant la phase de transition, le systéme est soumis a des contraintes unilatérales, et
des collisions sont possibles. Ces impacts provoquent généralement des rebonds. Ces rebonds
sont habituellement considérés comme des perturbations. A l'inverse, dans 1’étude qui nous
intéresse dans cette premiére partie, les impacts sont provoqués intentionnellement, pour dissi-
per de I’énergie (comme vu dans ’équation (1) de la section 1.2.2). Cette dissipation d’énergie
permet de contribuer a la stabilisation du systéme.

Problématique

Le probléme qui nous intéresse dans cette partie est donc de concevoir un schéma de
commande qui permet de faire du suivi de trajectoire pour un systéme mécanique évoluant
successivement dans les trois phases i), ii) et iii).

2.1 Les limites de approche tangentielle

Comme souhaité dans I'introduction, nous voulons effectuer une poursuite de trajectoires
qui comporte 3 phases distinctes. Nous allons voir quelles sont les conclusions que nous pou-
vons déduire des trois points i), ii) et iii) de l'introduction.

Soit X"¢(t), la trajectoire désirée non contrainte du systéme, c’est-a-dire la trajectoire
naive que l’on pourrait suivre si on ne tient pas compte des contraintes du systéme. Nous
allons voir dans la section 4.2, comment on peut modifier cette trajectoire naive X“m¢(t),
pour obtenir un contréleur stable au sens des définitions de stabilité qui seront données dans
le chapitre suivant.

Les points i) et ii) de I'introduction impliquent que la trajectoire non contrainte X®m¢(-)
doit avoir une forme générique telle que présentée sur la figure 2.1. Plus exactement c’est
I'orbite de cette trajectoire dans ’espace de configuration qui est décrite sur la figure 2.1. Il est
clair que le point ii) implique que F(X%"(t)) < 0 lors des phases complétement contraintes,
sinon il n’y aurait pas d’effort de contact lors de la poursuite parfaite de la trajectoire désirée.
Autrement dit, le systéme doit avoir tendance a violer les contraintes pour assurer une force de
contact non-nulle. De méme, le point i) impose F(X*"¢(¢)) > 0 lors des phases de mouvement
libre.

Par conséquent il existe un point A dans l'espace de configuration, pour lequel le contact
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2.1 Les limites de l’approche tangentielle

Xi,nc (t)

oo

Fi1G. 2.1 — Trajectoire du systéme non contraint

est établi sur 0®. Ceci donne lieu a une phase de transition (point iii)). De méme il existe un
point B pour lequel F(X*"¢(t)) = 0 et le détachement doit étre controlé par intermédiaire
d’un LCP.

Le point central de notre étude est la mise au point des ces deux phases de transitions. ‘

Une premiére idée serait d’imposer une approche tangentielle de la surface: par exemple
en choisissant VF(X)TX% = 0, ou X(-) est le signal utilisé en entrée de la commande et
servant de trajectoire de référence (la différence entre X(-) et X*"¢(-) sera éclaircie plus loin).
Cependant cette approche a des limites:

— @) Silerreur de poursuite initiale est non nulle, i.e. X (0)—X(0) # 0, X (0)—X3(0) # 0,
alors des impacts peuvent avoir lieu.

— () Ce n’est pas une stratégie trés robuste parce qu'une mauvaise estimation de la posi-
tion de la contrainte peut entrainer qu’il n’y ait pas du tout de stabilisation sur 0®. En
conséquence il est préférable d’imposer des collisions sur 0.

) Dans tout les cas, les collisions (voulues ou non) doivent étre incorporées a ’analyse
de stabilité.

— ¢) Une bonne stratégie pour se stabiliser sur 0® est d’imposer une dynamique en boucle
fermée qui correspond a la dynamique d’un balle qui tombe a terrei.e. X = —g, X > 0:

— 071) Ceci est trés robuste vis-a-vis des incertitudes sur la position de la contrainte.

— 09) Comme nous le verrons plus loin, ceci se préte trés bien a une étude de la
stabilité au sens de Lyapunov pour une certaine section de Poincaré.
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Chapitre 2. Introduction - Positionnement du probleme

Nous verrons dans la section 3, que la stabilité qui nous intéresse est basée sur I'utilisation
d’une fonction de Lyapunov V(X,Xt) unique pour toutes les phases. Les points suivants
posent quelques problémes :

a) Il y a des couplages non nuls entre les coordonnées “tangentielles” et “normales” dans
la matrice d’inertie M (X) (Ceci sera formulé de maniére plus rigoureuse par la suite).
~ b) la fonction V (X, X ,t) doit étre la méme pour toutes les phases.
~¢) Si V = 0 alors n’'importe quel saut sur la vitesse ¢(t}) # ¢(t;) implique un saut
positif de la fonction de Lyapunov V(¢) — V() > 0. Ceci veut dire que la présence
d’impacts exclut généralement une stabilité asymptotique (1), excepté dans des cas trés
particuliers sans couplage dans la matrice d’inertie, ce qui simplifie beaucoup de choses.
— d) La fonction V(-) doit satisfaire V(-) = 0 quand la trajectoire désirée du systéme
en boucle fermée est parfaitement suivie, conformément & la définition d’une fonction
de Lyapunov. Ceci implique que la trajectoire désirée du systéme contraint doit étre
utilisée dans la définition de V'(-).

La stratégie de controle que nous proposons doit satisfaire ces différents points. Or nous
remarquons que certains d’entre eux sont antagonistes (par exemple 3) et ¢)). D’un coté nous
souhaitons avoir des impacts pour des raisons de robustesse, et de 'autre coté ces mémes
impacts nous empéchent d’avoir une stabilité asymptotique. Une solution serait d’intégrer
les rebonds dus aux impacts dans la trajectoire de référence de sorte qu’il n’y ait pas de
discontinuité de V'(t;) aux instants d’impact. Mais cette solution n’est pas bonne, car elle
nécessite une bonne connaissance du coefficient de restitution e, et des instants d’impact.

2.2 Dynamique

Les systémes étudiés dans ce chapitre sont des systemes Lagrangiens de complémentarite,
avec une fonction Lagrangienne £ = T(X,X) — U(X), ou T(X,X) = 1 X" M (X)X représente
I'énergie cinétique, U(X) représente 1'énergie potentielle. La dynamique du systéme peut
s’écrire sous la forme:

M(X)X +C(X,X)X + G(X) =U + VF(X)\x
F(X)>0, F(X)IAx =0, \x >0 (2.1)
Loi de choc
ot X € R, M(X) = MT(X) > 0 € R™" est la matrice d’inertie, F(X) € R™ repré-
sente la distance entre le systéme et la surface de la contrainte, A\x € R™ est le multipli-

cateur de Lagrange associ¢ a la contrainte, U € R" est le vecteur généralisé de la com-
mande, C'(X,X) représente la matrice des effets de Coriolis et centripétes, G(X) contient les

1. Ceci est surtout di au fait que les contréleurs utilisés pour les phases libres et complétement contraintes
assurent une convergence asymptotique de I’erreur de poursuite vers zéro, mais ne possédent pas de propriétés
de convergence en temps fini.
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2.3 Modéle dimpact

ox1’ ) 0Tn
etVF(X) = (VF(X), - ,VF,(X)) € R™™. Nous supposons que les fonctions F;(-) sont
contintiment différentiables et que VF;(X(#)) # 0 a chaque instant d’impact .
Le systéme mécanique de I’équation (2.1) est dit complétement actionné, c’est-a-dire qu’on
a dim(u) =dim(X). Ceci exclut pour le moment les systémes avec des articulations flexibles.
Dans le cas ou dim(u) <dim(X), le systéme est dit sous-actionné et le controle de ce type de
systémes est beaucoup plus difficile a résoudre.

T
force conservatrices. V représente le gradient Euclidien, i.e. VF;(X) = <8F Lo 8F”> c R"”

2.3 Modéle d’impact

Dans cette étude nous utiliserons la loi de Moreau vue dans la section 1.2.2 du chapitre 1

X(ef) = —enX () + (1 ) argmin Lo XU M(X ) - X)) (22)

2.4 Tache cyclique

Dans cette étude nous nous limitons a une tache spécifique, la poursuite de trajectoires
s’effectue sur une trajectoire de référence qui se décompose en une succession de phases de
mouvements libres ou contraintes (phases €, ). Entre ces deux phases le systéme passe par
une phase de transition (phases Iy, ). La transition entre le systéme complétement contraint
et la phase libre, est régie par I’étude d’un Probléme Linéaire de Complémentarité (voir
définition d’un LCP en annexe C)

Q2kcyc I Qchyc“Fl Q2kcyc+2
(libre) keye (contraint) LCP(Y) (libre)

La transition Qg,.,.+1 — Qog,,.42, n'est pas définie par une phase spécifique (au sens de
Systéme a Evénements Discret - DES), parce qu’elle ne donne pas lieu & un nouveau type de

systéme dynamique, comme nous allons le voir dans la section 4.3.

Dans le domaine temporel, la succession des phases peut se représenter comme suit(?) :

RT=QoULyUQ U UL U...UQoy,.—1 U Qo U, UQo, .41 U... (2.3)
N——— ‘ - e cyetl
cycle 0 cycle kcye

ou .. représente les intervalles de temps associés au mouvement non contraint, o, .11
ceux associés au mouvement complétement contraint.

2. Avec quelques abus de notation, nous assimilons l'intervalle de temps correspondant & chaque mode
(Qak,yer Qokeyev1s Ike,.) et le mode lui-méme.
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Chapitre 2. Introduction - Positionnement du probleme

Le contréle de systemes effectuant une tache de ce type présente deux difficultés magjeures.

— L’instant du premier impact sur 0® n’est pas connu, ainsi que l’instant de stabilisation
sur 0.

— L%instant du décollage n’est pas connu non plus,

sauf pour le cas tres particulier a un degré de liberté, ou il est possible de déterminer ana-
lytiquement ces deux instants.

De plus choisir une loi de commande dont la boucle fermée avec (2.1) est stable dans le
cas non-contraint et dans le cas complétement contraint, n’implique pas la stabilité sur (2.3).
Cette succession infinie de phases libres et de phases de contact est le probléme de poursuite
de trajectoires le plus difficile & traiter. En effet ’analyse de stabilité devra étre faite a deux
niveaux :
— au niveau continu; on montre que 1’état du systéme tend vers la trajectoire de réfé-
rence.
— au niveau événements discrets; on doit s’assurer de la convergence des solutions au
cours des cycles keye.
Dans la section suivante nous allons définir les différentes trajectoires de références qui
nous seront utiles pour le contréleur et pour I'analyse de stabilité de ce contréleur.

2.5 Les différentes trajectoires de références

Nous définissons les 4 trajectoires de références suivantes :

— X" la trajectoire du systéme en boucle fermée si on ne tient pas compte des contraintes,

— X% la trajectoire désirée du systéme en boucle fermée que ’on souhaite obtenir lorsque
I'erreur de poursuite est nulle (lorsque k. tends vers I'infini). C’est la trajectoire vers
laquelle le systéme va tendre au cours des cycle k¢y.. C’est une trajectoire sans impact.

— X la trajectoire de référence utilisée par la loi de commande. C’est la trajectoire qui
impose une dynamique proche de celle de la balle qui rebondit par terre (voir point ¢))

Xq4 la trajectoire de référence utilisée dans la fonction de Lyapunov.

Pour clarifier les différences entre ces trajectoires de références nous allons voir un petit
exemple a un degré de liberté. Soit le systéme dynamique suivant :

(X = X3 + 72X = X7) +n(X - Xj) = A
0<XLA20 (2.4)
X(ty) = —eaX ()

ot Xj(+) est une fonction deux fois dérivable, 75 > 0 et 7; > 0 deux gains. Le vecteur A

représente le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte X > 0. Ce systéme représente
la dynamique d’une masse unitaire contrainte a se déplacer sur l’axe Ox, et demeurant dans le
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2.5 Les différentes trajectoires de références

demi-plan X > 0 donc de dynamique X = U+, bouclée avec la commande U = X; -y (X —
X7) — 72(X — X7) (voir la figure 2.2). On associe a ce systéme une fonction de Lyapunov

(V(t,X)) fonction quadratique de 'erreur de poursuite.

~—

0P

|
|

F1G. 2.2 — Exemple a 1 degré de liberté

~ Pour simplifier les choses nous allons simplement étudier le cas de la régulation (X; =
X;=0

~—

Cas libre - (figure 2.2.a)

Commencons par le cas libre, c’est-a-dire que X; > 0. Lorsque le systéme a atteint son
point d’équilibre (X = X7, X=0X= 0), la fonction de Lyapunov vaut zéro. Et il n’est pas
nécessaire de différencier X de X,;. En effet nous avons X3(+) = Xy(-) = X""(+) = X%¢(+)
pour un systéme libre.

Cas contraint - (figure 2.2.b)

On veut se stabiliser sur la surface 9® de la contrainte. On a deux solutions:

[1°*¢ solution] on fixe X} =0

Dans ce cas une fois que le systéme a atteint son point d’équilibre, on a bien X* = Xg =
X} = 0. Par contre d’aprés I’équation (2.4), la force de contact vaut A = 0, et on ne respecte
pas le point ii).

[26™¢ solution] on fixe X} < —a, ol a est une constante positive.

Dans ce cas lorsque le systéme se trouve sur 9®, I'erreur en position vaut X = X — X* =
—X > 0. Or nous étudions la stabilité de notre systéme a 1’aide d’une fonction de Lyapunov.
D’aprés le point d), on doit avoir V (¢,X = 0) = 0 lorsque la trajectoire est parfaitement suivie.
On ne peut donc pas utiliser cette erreur X dans la définition de la fonction de Lyapunov
V(t,X =0).
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Chapitre 2. Introduction - Positionnement du probleme

Ici notre systéme a atteint sa position désirée lorsque X = 0. On note X cette trajectoire
désirée, et X = X — X, correspond a lerreur de position utilisée dans la fonction de Lyapunov
pour I’étude de stabilité.

En résumé, lorsque le systéme a atteint sa position d’équilibre sur 0®, on a:

~ Xy=0,X=—qa dou X =0et X =a
— la fonction de Lyapunov vaut V (¢,X = 0) = 0,
— l’équation (2.4) donne la valeur de la réaction A = —y; X = v1a > 0.

On remarque que la valeur de la trajectoire désirée X permet de fixer la valeur de la réaction
A. Plus la trajectoire désirée pénétre la contrainte plus la force de réaction est importante.
Le probléme du controle dans les phases {2y, 11 peut étre vu comme un simple probleme de
controle en position. Mais pour des raisons de facilité d’implémentation, ce probléme sera vu
dans le chapitre 4 comme un probléme de controle en force/position. En effet une boucle de
controle indépendante fixera la force de réaction a la valeur souhaitée (voir figure 4.1).

Revenons a l'é¢tude d’'un mouvement plus général comportant des phases libres et des
phases de contact tel que celui décrit sur la figure 2.1. Nous avons donc besoin de définir
quatre trajectoires pour 1’étude de tels systemes:

La trajectoire invariante non contrainte X*"¢, définie plus précisément sur la figure 2.3.b,
est la trajectoire qu’il faudrait appliquer en entrée de la commande si le suivi de trajectoire
était parfait (V(¢,0) = 0). Le contact se fait tangent en A", et le saut en B correspond &
I’application d’un controle en force.

Or nous avons vu dans les points précédents que ’approche tangentielle n’est pas souhai-
table lorsque la poursuite n’est pas parfaite (V(¢,X) > 0). Le point §) nous propose méme
d’utiliser une stratégie qui tend a imposer une dynamique qui ressemble & celle de la balle
qui tombe a terre. C’est pourquoi la trajectoire désirée X viole la contrainte entre A’ et B”
(voir figure 2.3.(a)) lorsque la poursuite n’est pas parfaite.

Nous avons vu dans le petit exemple précédent que pour un systéme soumis & une contrainte
unilatérale, le signal d’entrée de la commande et le signal utilisé par la fonction de Lyapu-
nov ne pouvaient pas étre identiques. On visualise X, sur la figure 2.3.(c), X;(t) est tel que
X4(t) € 0P lorsque X;(t) viole la contrainte et X,4(t) = X(¢) sinon.

L’orbite de X tend a violer la contrainte entre A’ et B” lorsque la poursuite n’est pas
parfaite pour des raisons de robustesse(cf point (3)). Néanmoins pour pouvoir obtenir une sta-
bilité asymptotique (cf point c)) il faut aussi que la trajectoire de référence soit sans impact
lorsque la poursuite est parfaite (V(¢,X(t)) = 0). Donc au cours des cycles ke, il faut que le
point B’ tende vers le point A”. La profondeur vers laquelle X viole la contrainte doit donc
étre fonction de Perreur de poursuite (donc par exemple fonction de V(¢,X(t))). Ce qui fait
que la trajectoire de commande X} tend vers la trajectoire invariante non-contrainte X%"°.
De méme la trajectoire X, utilisée par la fonction de Lyapunov tend vers une trajectoire
invariante notée X ¢, qui est la trajectoire invariante du systéme contraint en boucle fermée.
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2.6 Conclusion

Signal pour la commande Signal pour la fonction de Lyapunov

lim
keye—00

(®)

F1G. 2.3 — Les différentes trajectoires de références

Remarque 1 : Surla figure 2.3 on retrouve bien le double aspect de convergence conti-
nue et évenements discrets dont on parlait précédemment. Le controleur doit faire en
sorte que l’état tende vers Xq(t) (figure 2.3(c)) sur un cycle, tout en assurant que X 4(t)
tende vers X(t) (figure 2.3(d))au cours des cycles.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les bases de la poursuite de trajectoires que nous
voulons réaliser pour des systémes mécaniques non-réguliers. Avant de proposer un schéma
de commande dans le chapitre 4, nous allons présenter dans le chapitre suivant le cadre de
référence qui nous permettra d’analyser la stabilité de tels systémes.
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Chapitre 3
Notions de stabilité adaptées aux
systémes mécaniques non réguliers

Avant de définir la structure de notre contrdleur, nous allons poser les bases qui nous
permettront de faire I'analyse de stabilité de notre systéme en boucle fermée. Les proposi-
tions relatives a la stabilité faible (proposition 1) et a la stabilité forte (proposition 3) sont
tirées de |Brogliato et al., 1997|. Dans cette thése nous proposons des résultats pour des lois
exponentielles (proposition 2) ainsi que la proposition 4.

3.1 Définitions de la stabilité

Dans les définitions de stabilité suivantes, on note x(+) 'état du systéme en boucle fermée.
On note par 2 I'union de toutes les phases (. et (., 41, ¢’est-a-dire que 2 représente les
phases pendant lesquelles aucun impact n’est prévu.

3.1.1 Définition de la stabilité faible

Définition 2 (Systéme faiblement stable sur ) : Le systéme en boucle fermée est
faiblement stable sur Q si pour tout € > 0, il existe un §(e) > 0 tel que ||z(0)|| < d(e) =
|z(t)]| < € pour tout t > 0, t € Q = Up,,.>08%,,.. Le systéme est asymptotiquement
faiblement stable si de plus on a z(t) — 0 lorsque t — +o00, t € Q. Le systéme est
pratiquement faiblement stable sur 0 si il exviste une boule centrée en x = 0, de rayon
R >0, et tel que x(t) € B(0,R) pour toutt > T; T < 400, t € Q, R < +00. [

J

3.1.2 Définition de la stabilité forte

Soit application de Poincaré des impacts sur la section £ = {z|F;(X) = 0, XTVF(X) <

0, 7 € I} du systéme en boucle fermée. On voit que 37 est une hypersurface de codimension
a = card(Z). On définit:

Py, ¥ — %7

(3.1)
w5, (k) > o5, (k + 1),
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Chapitre 3. Notions de stabilité en mécanique non réguliére

o zy, est I'état de Py,. Introduisons la fonction positive V/(-) qui servira par la suite. Soit
Vs, (+) la restriction de V'(+) sur 7.

s A
Définition 3 (Systéme fortement stable) : Un systéme est dit fortement stable si:
(i) - il est faiblement stable sur §2,

(ii) - sur les phases I, V(x(.),.) uniformément bornée et Py, est stable au sens de Lya-
punov avec la fonction de Lyapunov Vs, et

ii1) - la séquence {ty}ren posséde un point d’accumulation t., < +oo. ty représente les
instants d’impact.

- J

Clairement Ps; posséde un point fixe 25, € 09.

3.2 Théoréme de stabilité

Choisissons V() telle que B(||z]|) = V(z,t) = a(||z||), a(0) = 0, 5(0) =0, ou «(-) et [(+)
sont deux fonctions strictement croissantes. On note Téﬂ Vet t];f”c les instants correspondant
respectivement au début et a la fin de la phase Ij,,,. On note “A[a,b]” la mesure de Lebesgue
de lintervalle [a,b], et “or(t)” le saut de la fonction F(.) discontinue en t.

Proposition 1 (Stabilité faible sur Q) : Supposons que le systéme évolue comme en
(2.3), et que

(a) - A[2] = +oo,

(b) - pour tout keye € N, AIj,,.] < 400,

(©) - V(@) t5) < V(w(rg™),m™).

Si sur Q, V(x(t),t) <0 et oy (t;) <0 pour tout k > 0, alors le systéme en boucle fermée

est faiblement stable sur Q. Si de plus V(z(t),t) < —y(||z(#)|]), ¥(0) = 0, v(-) une fonction
strictement croissante, alors le systeme est asymptotiquement faiblement stable sur 2. m

La stabilité faible impose que la fonction de Lyapunov soit toujours décroissante sur €2,
par contre elle peut croitre temporairement sur les phases d’impact Ii,,., sous réserve que le
point (c) soit vérifié. (voir figure 3.1.(a)).

La proposition 1 peut étre adaptée a d’autres types de mouvements, que ceux décrits par
le cycle (2.3), voir [Brogliato et al., 1997]. Supposons que la durée d’accumulation est finie
(i.e. too < 400). On remarque que cela implique d’avoir e,, < 1 [Ballard, 2001, proposition
4.11] (puisque si e, = 1, les instants d’impacts sont tels que tx11 — tx = [ > 0 avec Zk20 Ok
non-bornée, et donc to, = +00).
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3.2 Théoréme de stabilité

Proposition 2 (Stabilité faible sur 2 des lois exponentielles) : Supposons que les

points (a) et (b) de la proposition (1) soient vérifiés, et que

(a) - en dehors des phases d’accumulation d’impact [ty ts], on ait V(t,z(t)) < =~V (t) pour
un v >0,

(b) - sur les phases I,,., on ait V(t;_ ) — V(t) <0, pour tout k >0,

(c) - le systeme est initialisé sur Qg avec V(19) < 1,

(d) - Zav(tk KV*"(r kcyc) +epour k>0, K >0 ete>0.
k>0

Alors il existe une constante N < +oo telle que )\[tlocgyc,tl?yc]

(Vindice du cycle), et telle que :

(i) - Sik>1,e=0et N=_2In(+45) pour 0 < § < 1, alors V(r, Fewetly SV (1h°). Le
systeme est asymptotzquement faiblement stable.

(ii) - Si k < 1, alors V(15°°) < 8(7), o 6(7) est une fonction qui peut étre firée arbitrai-
rement petite en augmentant la valeur de . Le systéme est pratiquement faiblement
stable sur Q avec R = o (5(7)).

= N, pour tout keye = 0

Remarquons que la borne supérieure dans (d) est le point clef de I'analyse de stabilité.
Cela caractérise l'incertitude qui est permise sur les variations de la fonction V (¢,z(t)).

Dans les situations ot il n’est pas possible de montrer que V(x(tffyc),tffy“) < V(x(Tgcyc) Tgcyc)
et donc d’utiliser le résultat de la proposition 1, on utilise la proposition 2. Dans la proposition
2 on rallonge la phase de stabilisation Iy . d’une durée )\[t o tl;y] au moins égal a N < 4-o0.

Le fait d’utiliser une loi & décroissance exponentielle (point (a)) et le fait de majorer les sauts

ov (tx) nous assure que la durée )\[tﬁéyc,tl;cyc] ne croit pas de cycle en cycle.

Preuve
D’aprés 'hypothése (a) de la proposition 2, nous avons

kC c
V() < V(ta)e 70 ) (3.2)
D’apreés les hypotheéses (b) et (d) de la proposition 2, nous avons

V(tso) (ke ng t) +ZV ) ) (33)

< V(™) +KV”°( 5 fe
Les inégalités (3.3) et (3.2) donnent

kcyc
V(there) < e U Y (k) 4 KVR () 4 (3.4)

Nous allons maintenant analyser deux cas:
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Chapitre 3. Notions de stabilité en mécanique non réguliére

(i) Si k > 1, alors V(Tokcyc) > V’””(Tokcyc). Si e =0, 'équation (3.4) devient

kcyc
V(tyr) < e (1 + K)V () (3.5)

Si nous voulons avoir V(tl;f”c) < 8V (72°), nous devons choisir )\[tljf”c — too] tel que:

kC c
e (1 4 K) <6 (3.6)
Ceci est vérifié en choisissant )\[tl;fyc —tso] = N avec

1. 1+K
N:§ln( =) (3.7)

Sid >0, alors N < 400, ceci démontre le point (i).
(i) Si k < 1 alors V(74°) < VA(75) < 1. L'inégalité (3.4) devient

V<t§cyc> < e—fy(tl;cyc_too)<1 + K + 6) — 5(7) (38)

Le terme 0(7y) peut étre rendu aussi petit que désiré en augmentant v (ou en augmentant
)\[tl;cyc — too)). La preuve est compléte tant que a(||x]|) < V(z,t) pour tout x et t.

Proposition 3 (Stabilité Forte) : Soit un systéeme faiblement stable sur Q, et si de
plus on a:

- Vtiy) S V(E);

- V' est uniformément bornée et continue sur Iy, — Ur{tr}-
Alors le systéme est fortement stable au sens de la définition 3. |

Des conditions suffisantes pour avoir la stabilité forte sont oy (t;) < 0 et V(¢,,) < V(t]),
mais ces conditions de stabilité permettent aussi d’avoir le cas ou oy (fx) > 0 a condition
d’avoir aussi V(t,,) < V() — ¢ pour un ¢ > 0 assez grand. Remarquons aussi que V(t) ne
doit pas étre nécessairement < 0 tout au long des trajectoires du systéme sur (tx,tx+1) (voir
figure 3.1.(b)). La raison pour laquelle nous avons choisi ¥7 et non pas ¥F dans (3.1) est que
cela nous permet d’intégrer la valeur de V' (¢, ) dans 'analyse de stabilité. Remarquons aussi
que (%) = ¢(t,).

Pour résumer les conséquences de ce qui est énoncé dans le chapitre 2 et la section 3.2,
soit la proposition suivante :
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3.8 Conclusion

Proposition 4 :. Soit le systéme Lagrangien de complémentarité défini en (2.1), accom-
plissant un mouvement cyclique comme défini en (2.3), avec les contraintes 1), ii), iii) sur
la boucle fermée. Supposons que sur les phases ., on utilise un controleur qui converge
asymptotiquement. Alors la stabilité asymptotique au sens des définitions 2 et 3 implique
que :
— La trajectoire désirée asymptotiquement stable en boucle fermée X(-) soit sans im-
pact.
— Pendant la période de transition, le controleur doit garantir ’existence de collisions
avec 0P ainsi qu’une stabilisation en temps fini sur 0P.
— Contrairement au cas du mouvement non contraint (b = R™), le signal X4(-) entrant
dans la fonction de Lyapunov, le signal X3(+) dans le controleur, et le signal X>(+), ne

sont pas égaux au signal unique utilisé dans le cas non-contraint, signal habituellement
appelé trajectoire désirée. [ ]

Cette proposition est la conséquence des points i), ii), iii), a) et §), a) et d), ainsi que
des définitions 2 et 3.

4 o o i T P .
(a) Stabilité faible V(’T:Cyc) > V(teo) (b) Stabilité forte V (¢, ) > V(.

FiG. 3.1 — Exemple d’évolution de la fonction de Lyapunov

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les notions de stabilité nécessaires a 1'étude de
la stabilité de systémes mécaniques non-réguliers tels que décrits dans les deux premiers
chapitres. Dans les chapitres suivants nous allons présenter un schéma de controle pour faire
de la poursuite de trajectoire. Ce schéma de controle sera analysé a l'aide des outils qui
viennent d’étre présentés.
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Chapitre 4
Structure du controleur

Dans ce chapitre nous allons détailler le schéma de commande utilisé pour faire de la
poursuite de trajectoire pour des systémes mécaniques non-réguliers. Nous allons préciser
la forme des trajectoires de référence pour les phases de stabilisations (phases I.,.) et de
décollage (fin des phases Qo +1)-

4.1 Idée directrice

Pour rendre la conception du controleur plus facile, la dynamique du systéme (2.1) est
réécrite dans les coordonnées généralisées introduites par [McClamroch & Wang, 1988|. Aprés

1
51
transformation dans les nouvelles coordonnées g = { Zl } , 1= D, =Q(X)eR" la
2
q"

dynamique du systéme est :

( Mi1(q)¢y + Mia(q)da + Ci(q,9)d + g1(q) = Ti(q)U + X

M1 (q)G1 4+ Maz(q)da + Ca(q,9)d + g2(q) = To(q)U "
4.1

(| Loi de chocs

ou ’ensemble des relations de complémentarité peuvent s’écrire de fagon plus compacte

0 < XN L Dg>0avecD = [[,:00 € R"™" [, est la matrice identité. On a clairement
My (q) = ML(q) € R=m>m My (q) € R™™, Myy(q) € R=m)X(=m) Dans les nouvelles
coordonnées ¢, I'espace des configurations est & = {g|Dq > 0}. Le cone tangent T (g1 = 0) =
{v|Dv = 0} est 'espace des vitesses admissibles lorsque le systéme est sur la frontiére de ®. Le
cone polaire & Ty (+) est le cone normal Ng(q) = {v|Vz € Tp,27v < 0}. Dans le cas ot ¢ € 09,
nous avons Ng(q) = {v|v = DTA X < 0}[Hiriart-Urruty & Lemaréchal, 1996]. D’apreés (4.1)
la force de contact généralisée est P, = DTX € —Ng(q).

Le controleur développé dans ce chapitre utilise trois lois de controle de bas niveau pour
chacune des phases Qo,,., Qog,,et1 €t Ik,
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Chapitre 4. Structure du contréleur

Une pour t€ Q.
T(q)U=1< U pour tel,
U. pour te€ Q.41

T
ouT(q) = ( T; EZ; ) € R™ ™. On remarquera par la suite que la structure de commande

utilisée pour ces trois modes reste identique (boite “controleur non-linéaire” unique sur la
figure 4.1), la loi U, est une simplification de la loi U, lorsque les signaux ¢ et ¢} sont nuls.
Et la loi U, correspond a la loi U, a laquelle on ajoute un controle en force. Un superviseur
commute entre chacune de ces trois lois de commande, le séquencement des trois phases est
décrit sur le graphe de la figure 4.2. La stabilité de ce controleur est analysée en s’appuyant sur
les critéres introduits dans le chapitre précédent. La stabilité asymptotique de ce schéma de
commande fait que le systéme rentre en contact avec la contrainte tangentiellement aprés un
nombre suffisant de cycles (un cycle correspond a oy, U Iy, U, . 41). Asymptotiquement
la transition entre une phase libre et une phase complétement contrainte se fait sans impact.

Remarque 2 (Les effets du couplage dynamique |[couplage entre ¢; et ¢o]) :
D’aprés (4.1) il résulte que o4,(t,) = My, Myog (t). Appliquons pour linstant un
retour d’état linéarisant U dans (4.1) tel que la dynamique devienne:

{ G = o1+ A (4.2)

Go = o

ol v et vy sont les nouvelles entrées de commande. Nous pourrions étre tentés de s’ins-
pirer du cas a un degré de liberté, voir [Brogliato et al., 1997]. Pourtant il y a peu de
chance d’avoir oy (t) < 0 a chaque instant d’impact, sauf si on a V' (t) = T'(¢) (I'énergie
cinétique). Ceci parce que le controleur ne découple pas la dynamique au moment des
impacts. Le fait de ne pas avoir oy (f) < 0 interdit 'utilisation de tout controleur basé
sur une fonction de Lyapunov qui ne se rapproche pas assez de 1’énergie mécanique du
systéme. Dans la suite de notre étude nous utiliserons une fonction de Lyapunov qui est
trés proche de I'énergie globale du systéme. Ceci nous aidera beaucoup dans ’analyse
de stabilité. |

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 2, une stratégie voulant imposer aveuglément un
contact tangentiel sur 0® et sans incorporer les impacts dans I’analyse de stabilité, ne peut
pas étre utilisée en pratique par le manque de robustesse. Donc la loi de commande pour la
phase de transition doit étre définie telle que:

e le systéme frappe la surface de la contrainte lorsque l'erreur de poursuite est non nulle

(et ainsi dissipe de I’énergie).

e le systéme approche la contrainte de fagon tangentielle si la poursuite est parfaite (et

ainsi il n’y a pas de rebond).
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4.1 Idée directrice

Superviseur

!

Contréle en force

| Générateur de
trajectoires de références

szcyc+1l Qchyc U Ikcyc

|
|
! Trajectoire pour le mvt
! non contraint
|
Pq
! +
I . . ‘s 61 N .
Trajectoire de transition| Controleur + Systéme Lagrangien
I Non-Linéaire
|
|
| Trajectoire pour le mvt
| contraint
[ (g,9)

Fi1G. 4.1 — Structure du controleur

Ces deux situations sont antagonistes. De plus le couplage entre ¢; et ¢o dans (4.1), les
conditions de stabilité dans les propositions 1 et 3, font que la stabilité asymptotique est assez
difficile & obtenir si les vitesses comportent des discontinuités. En effet, comme indiqué au
point ¢) du chapitre 2, un saut dans la vitesse a 'instant ¢, implique un saut positif de la
fonction de Lyapunov oy (t;) > 0 lorsque V' = 0. C’est pourquoi la phase de transition est
congue en tenant compte des impacts. Nous devons trouver une maniére d’avoir V(tl;cyc) =0
pour forcer le systéme a rester sur la trajectoire désirée Xy(-) (ici notée gq(-)). Ceci n’est pas
trivial en général (voir la remarque 2), et définir ¢(-) tel que présenté dans la section suivante
est une fagon d’y parvenir.

4.1.1 Superviseur

Un superviseur permet de commuter entre chacune des commandes U,., U; et U.. On voit
sur la figure 4.2 'évolution des trois phases au cours des cycles (la définition des instants de
commutation sera donnée plus loin). Il est a noter que le superviseur commute entre différentes
trajectoires de références (fonction de la phase dans laquelle le systéme se trouve), mais que
la structure du controleur reste toujours la méme (voir figure 4.1). Ce contrdleur s’inspire des
commandes basées sur la passivité que 1'on trouve dans la littérature. Nous allons en étudier
deux dans les chapitre suivants.

Les commandes U,,., U; et U, ont donc la forme suivante :
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— —

- N
y N 2kcJ( N
/ >~ - N
/ \ keye
| Contréle en \ o
\ Position P N
N
\ AN
\ Préparer \
\ Phase de Stabilisation
N - [qeler ‘12d]
~
- tkcyc L [transition g}, cf fig 4. ?]\
P _ S d\ (G >0) I (" impact) to \
y \
/ Accumulation |
| d’Impacts |
étude du LCP(\)
pour imposer le }
\ détachement /
\[transition g, cf fig 4. 4 /
\ cyc Termine la phase /
\ de Stabilisation y
[dégelage g¢5,]
N Controle en “ /
« Force/Position —% keye . o ) /
~ Q / ~ s —
~ / 2]{:(.1/{,_’_1 _ < vE

Fi1G. 4.2 — Fvolution du superviseur

( Unc - Unc(QaQéaQaQéanqé)
U = Un(q,95,4,45,4,G;)  avant le premier impact

U = Une(4,95,4,0,G,0) aprés le premier impact

\ U = nC_Pd"'_Kf(Pq_Pd)

ou —P; + K¢(P, — P;) représente le controle en force qui est rajouté pendant la phase com-
plétement contrainte pour imposer une force de contact non nulle.
On définit les trois phases o, Tr.,. €t ok, .41 par:

- Qop,,y. = [tkcyc kcyc] pour la phase libre.
= Iy, = [ é“ e tkcyc] pour la phase de transition.

— Qopeyet1 = [t P tkcyc] pour la phase complétement contrainte.
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4.2 Trajectoires désirées pour la phase de transition

4.2 Description des trajectoires désirées durant la phase
de transition

Dans cette section nous définissons les trajectoires désirées ¢5(t) et g4(t) durant la phase
de transition (voir la figure 4.3 pour ¢7,(-), ou les points A, A", B",B et C' correspondent a ceux
de la figure 2.3) :

keye
to > )

Eeye keye

IS N 0 S S N

0

—aV () e R

Qog,pot1 D2kgyot2

A A B B c

F1G. 4.3 — Trajectoires désirées

Nous définissons les instants suivants:

- Tok ““ est choisi par le concepteur comme étant le début de la phase de transition I, ,
- {f*r est I'instant correspondant au passage par zéro de a,()s q{d(tlgcyc) =0,

- to est 'instant du premier impact,

- too est le point d’accumulation de la suite {tx}r>0,

- chyc est 'instant tel que qfd(chyc) = —on(Té“”C) et QId(chyc) =0(").

1. Dans [Brogliato, 1999] et [Brogliato et al., 2000] il est implicitement supposé dans la preuve de stabilité

que le Ve < tg. Cette hypothése est levée dans cette étude.
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- tl;cyc correspond a la fin de la phase de transition I, et au début de la phase comple-
tement contrainte. C’est & dire au début de ’application de la force de contact désirée
Ad-

- Tgcyc est choisi par le concepteur comme étant le début de la sous-phase de décollage,

- tscyc est I'instant de décollage, donc la fin de la phase .41

Sur [75°"° t5), nous imposons que q;(t) soit deux fois différentiable, et ¢i,(t) décroit vers
k‘cyc kfcyc k'cyc
—aV (1) sur 1,7,
Pour tenir compte du couplage entre ¢; et gq, le signal ¢3,(t) € C*(R") est gelé pendant
la phase de transition, i.e.:

* . keye
® 04(t) = G54, G54(t) = 0 sur [75 too]
o ¢5,(t) est deéfini sur [Tgcyc,tgcyc] tel que q;d(t’gcyC) =0.

Sur (to,tl;cyc], qa et ¢ sont définis comme ceci:

0\ L. ( —aVisd
Qd:( * )7Qd:( “ ET )) (44)
42q 42q

Sur [tl;cyc7tgcyc] on fixe ¢4 = ( ) et ¢i; = 0. Si bien que sur (tl;cyc,tflcyc) on obtient

0
G24(t)
qa(t) = ¢;(t), or dans le cas 1 degré de liberté nous avions X4(t) # X(t) pour imposer une
force de contact non nulle. Ici la force de contact est imposée par la boucle de controle en

force (voir remarque page 26).

Le but de ¢} est de créer une force de potentiel "virtuelle" qui stabilise le systéeme sur 9P
méme si la position de la contrainte n’est pas connue avec précision. On fait ’analogie avec
une bille qu’on lache d’une certaine altitude et qui finit par se stabiliser sur un sol plan sous
le seul effet de la gravité. Et ceci méme si la position du sol n’est pas connue.

Par conséquent le point fixe (g4,dq) du systéme de complémentarité est utilisé dans 'ex-
pression de la fonction de Lyapunov (§ = ¢ — q4). Alors que le point fixe non atteignable
(q;5,4%) est utilisé dans 'expression de la loi de contrdle (§ = ¢ — ¢j;). Dans U'expression de U,
dans (4.3) on a qj(-) = qa(-) puisque qj(t) = qq(t) pour t € Qg U [0 to].

En résumé, aprés le premier impact a ¢y, qiq4(-) est fixé a zéro et ¢, () est fixé a —QV(T(? L.
Comme en général ¢14(t, ) # 0 et qua(ty ) # 0, cela induit pour gi4(-) une sorte de choc plastique
(en, =0) at.

En accord avec la figure 2.3, l'instant Tg ¢ correspond au point A,

" too " B/7
k
" tOCyC " A/’
k
" t cyc " C
d 9
kC (&
" tf Y " B’
k . k
n 7_1 cyc n A// si V<7_0 cw) — 0’
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4.3 Conditions de détachement

La trajectoire désirée du systéme en boucle fermée X“¢(-) est définie comme étant
q"°(t) = gj(t) sur Qo |

q"“(t) = q3(t) avec v = 0 sur Iy, et ¢;°(t) = 0 sur Qop, .41,

¢5°(t) = @,(t) sur R (cette trajectoire est sans impact).

Le choiz deqj(.) est essentiellement fait pour avoiroy (t;) <0 sur I, .

Remarque 3 : Il est a remarquer que la stratégie proposée ici, implique que la com-
mande U, commute seulement lorsque la stabilisation sur 0® est finie. Ceci implique que
la durée d'un cycle Qo U Iy, U oy, .11 n'est pas connue a priori, elle est minorée
par |ts — to|. La durée d’un cycle peut donc étre diminuée si les impacts sont plastiques
(e, = 0), alors que le cycle sera plus long si e, est proche de 1. Ceci est logique d'un
point de vue intuitif, puisque c¢’est une conséquence de la facon dont est dissipée I’énergie
cinétique a chaque impact.

Remarque 4 : Puisque nous voulons que Vy_(+) serve de fonction de Lyapunov pour
Ps,, dans (3.1), et puisque le point fixe de I'application de Poincaré vérifie a1 =0,
nous devons fixer ¢4 & zéro et goy constant durant la phase de transition. Si bien que
la trajectoire d’approche (AA’) (sur la figure 2.3) n’est pas si facile que cela a choisir.
C’est ce que la proposition 6 (section 5.1.3) résout.

4.3 Conditions pour avoir le détachement en fin de phase
complétement contrainte QQkCyC+1
Dans la section précédente, nous avons défini la trajectoire ¢(.) pour stabiliser le systéme

sur 0®. Nous allons maintenant voir quelles sont les propriétés que le signal de commande
Uc(44,4a,Ga,Pa) doit avoir pour qu’il y ait détachement a la fin de la phase complétement

contrainte (o, .4 1. Sur [tl;cyc,tscyc), la dynamique du systéme bouclé est définie par:
M(q)j + F(q,4) = Ue + D"\ (4.5a)
0<qaLA=0 (4.5b)

avec F'(q,4) = C(q,4)¢ + G(q). Sur [tl;cyc,tgcyc), le systéme est contraint sur la surface 0@, i.e.

@1(t) =0et ¢1(t) =0Vt e [tl;cyc,tscyc) . Alors la relation de complémentarité (4.5b) implique
[Glocker, 2001]:

0<@GLA=0 (4.7)

Il y a décollage en t];“” S (tgcchr) > 0. D’aprés le LCP (4.7), une condition nécessaire
pour avoir ¢ (tgcchr) > () est d’avoir )\(tgcyc_) = 0.
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Proposition 5 : Soit le systéeme bouclé (4.5) (4.3), étudié dans la phase de contact per-

manent [t];cyc,tscyc]. Le détachement est assuré si

b(QadaUnC7Ad> >0

avec b(q,4,Unc,Aa) = DM ~(q)[~F(g.q) + Unc — DT(1 + Ky)Ad]. ]

Preuve de la proposition 5
Détaillons 'expression du Probléme Linéaire de Complémentarité (LCP) (4.7). Avec les
notations du paragraphe 4.1, le LCP (4.7) peut étre réécrit comme ceci:

0<DGLA>0 (4.8)
Des relations (4.5a) et (4.3), on obtient :

i = M 'q)[-F(q.4) + U+ D"l (49)
4.9
= M N)[=F(q:4) + Une + (1 + K)(D"A = Py)]

En combinant 'équation (4.9) avec (4.8), on obtient le nouveau LCP:

0< DM Yq)[~F(q,9) + Une — (1 4+ K;)D"\g] + (1+ K;) DM *(¢)D" X L X >0 (4.10)

b(a.:U M) A(g)
qui se réécrit de facon plus compacte en
0 < (¢,4,Unc,Aa) + A(QA LA >0 (4.11)

Etudions le LCP défini en (4.11). Comme A(q) > 0, alors il existe une solution unique:

— Si b(.) > 0, alors b(.) + A(¢)A > 0 et la condition d’orthogonalité b(.) + A(g)A L A
impliquent que A = 0.

— Si b(.) < 0, alors la condition 0 < b(.) + A(q)A\; et l'orthogonalité impliquent que
A= —A"1(g)b(.) > 0.

— Sib(.) =0, alors le LCP (4.11) se simplifie en 0 < A(g)A L A > 0 et donc A = 0.

Pour conclure, A = 0 si et seulement si b(q,q,Unc,Aq) = 0. Des équations (4.9) et (4.10) on
obtient

dl (t) = b(Q7duUnC7Ad> + A(Q))\

Si A =0, alors ¢;(t) = b(q,4,Unc,Aq), et une condition suffisante pour avoir détachement est :

b(Q7duUncu)\d> >0
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4.3 Conditions de détachement

™~ /\d(t)
a () RGN
\"- 'o
“ tkcyc bokeye a’,
s‘ f 3 Ll
t‘“ to T:”’c “ t
N e e, e, e, .- 1
a1q(t) : )
L., R e R B L e
B C

F1G. 4.4 — Trajectoire désirée de Ay

Pour obtenir le décollage, la premiére idée serait de fixer Ay = 0 et de choisir une trajectoire
de référence telle que G, (t) > 0. Or cette approche ne suffit pas toujours: Pour avoir décollage
il faut avoir b(q,q,Unc,Aq) > 0, et le signe de b(q,q,Unc,Aq) est aussi fonction de 'état (g,g)
et de la commande U,.. (On exprimera cette relation de fagon plus précise dans le chapitre
suivant, section 5.1.2; sur un cas pratique).

Par contre le seul parameétre sur lequel nous pouvons influer lors de la phase de décollage
est la valeur A\4(t). La stratégie de controle adoptée est donc de faire décroitre Ay4(t) jusqu’a
obtenir

DY(1+ Kp)Aa > —F(q,4) + Une

c’est-a-dire

b<q7Q7Uncu)\d> >0

On voit sur la figure 4.4 le profil du signal qui décroit jusqu’a ce que soit détecté b(q,q,Unc,Aa) >
. - ,- , keye s L

0. Ceci veut aussi dire que 'instant de décollage t, n’est pas connu par avance, mais il est

fonction de ’évolution du systéme, donc de I'état du systéme (“state-based event”).

Remarque 5 : Ceci fait qu’en fonction de la valeur de U,.—F(q,q), Aa(t) peut décroitre
Jusqu’a une valeur négative (voir figure 4.4). Méme si une valeur négative de la force de
contact désirée est absurde puisque non atteignable. On fait ici le paralléle entre d’une
part la phase de stabilisation, qui impose une position désirée g7, violant la contrainte
pour étre sir d’atteindre la surface de contact. Et d’autre part cette phase de décollage
qui fize une valeur non atteignable pour U'effort de contact pour étre sir de décoller.

Remarque 6 : Cette phase de décollage n’apparait pas dans le graphe 4.2 comme un
mode distinct car il n'y a pas de discontinuité de [’état du systéme au cours de cette
phase. Le systéme 4.5 reste fondamentalement une DAE jusqu’au décollage.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons vu la structure générale du controleur proposé dans cette
these. Les trajectoires de référence utilisées lors des phases de stabilisation ont été définies.
La proposition 5 présente les conditions nécessaires et suffisantes pour imposer le décollage
en fin de phase complétement contrainte.

Dans ce chapitre la loi de commande T'(q)U a seulement été donnée de fagon générique.

Nous allons voir dans le chapitre suivant que plusieurs types de controleur non-linéaires
peuvent étre utilisés.
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Chapitre 5
Etude de deux controleurs non-linéaires

Dans ce chapitre nous allons proposer I'extension de deux lois de commande “basées sur la
passivité” au cas de la poursuite de trajectoires pour des systémes mécaniques non-réguliers.
La premiére section étend la loi proposée par [Paden & Panja, 1988]. La seconde section étend
la loi de [Slotine & Li, 1988|. Le point i) de la proposition 6 a été proposé dans [Brogliato
et al., 2000]. Dans cette thése nous proposons les points ii), iii) et iv) de cette proposition
relative a la loi de [Paden & Panja, 1988], ainsi que les propositions 7, 8, 9 et 10 relatives a
la loi de [Slotine & Li, 1988].

5.1 Loi de Paden-Panja

La loi de commande utilisée dans cette section est basée sur le controleur présenté dans
[Paden & Panja, 1988] qui représente I'extension la plus directe de la commande PD au cas de
la poursuite de trajectoires. La convergence en boucle fermée est globalement asymptotique
mais pas exponentielle. La preuve utilise le théoréme de Matrosov, qui est une extension du
principe d’invariance de La Salle au cas non-autonome. Ce controleur est initialement prévu
pour du suivi de trajectoires globalement asymptotique. Nous allons adapter cette commande
“passivity-based” (voir annexe D) au cas non-régulier. Soient les lois suivantes:

((Une = M(q)§; + Clq,4)q; + G(q) — (g — q3) — 724 — 43)

U =U, avant le premier impact
T(qU = (5.1)
U =G(q) —nlqg—q) — 74 aprés le premier impact

\UC :Unc_Pd+Kf<Pq—Pd)

oy, >0,y >0, K; >0, Py = DT\, représente la force désirée que I'on souhaite avoir lors
de la phase complétement contrainte.

Hypothése 1 : Le controleur U, dans (5.1) assure que la suite {t; }r>0 des instants d’im-
pacts existe, et avec lim t, = t,, < +00.

k—-+o00

L’hypothése 1 est nécessaire pour étre siir d’avoir un instant de fin d’accumulation fini,
et que le systéme & événements discrets (2.3) ne reste pas bloqué dans un mode. Vu que
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Chapitre 5. Etude de deux contréleurs non-linéaires

I'on va choisir une stratégie de commande qui tend & créer une force de “gravité virtuelle”
en direction de la contrainte considérée (a I'image de I'exemple de la bille sur figure 1.4.(b)),
cette hypothése n’est pas trop restrictive.

Fonction de Lyapunov

Soit la fonction : .

¢ M(@)g+5md'q (5:2)

avec q(-) = q(-) — qa(*)-

La dynamique du systéme en boucle fermée est maintenant complétement définie. Elle est
la somme de systémes dynamiques complexes, de contraintes unilatérales, de loi d’impact et
de commandes non continues (i.e: commandes commutées). De plus sur le schéma suivant on
rappelle I’évolution standard d’un cycle.

Q2kcyc [kcyc QQkCyC+1 Q2kcyc+2
(Une) ) (U) T (Ue) T (Une)
time-based ! state-based 2 state-based 2
kcyc kcyc kcyc
(70™) (t ;Z too) (t,™)

On remarque que les temps de commutation entre les phases I et QQ 1 d’une part et
que q p p keye keyet p
les phases QQ 1 et QQ 2 d’autre part ne sont pas connus a priori. Ceci complique encore
p k?cyc"’ k?cyc"l‘ p p p p q

I’analyse de stabilité, comme nous allons le voir par la suite. Seul le temps (Tgcyc) de début
de la stabilisation sur 0® est choisi par le concepteur de la loi de commande.

Le but de notre étude est de montrer que ce systéme dynamique, ou plutdt la dynamique
associée a 'erreur de poursuite, est stable au sens des définitions 2 et 3, en prenant le vecteur
d’état suivant: 27 = (§7,q ).

Comme on peut le voir sur la figure 4.3, si le premier impact (noté ty3) d'un cycle se
produit avant que le signal de référence ¢j, ne soit complétement gelé, alors 'analyse de
stabilité d’un tel systéme devient plus compliquée que dans [Brogliato et al., 2000]. Soit la
définition suivante :

Définition 4 : {CI} est le sous-espace des conditions initiales x(0) qui assure que to >
uniformément le long d’un mouvement tel que défini dans (2.3).

cyc

1

Ce qui a été vu jusqu’a présent est indépendant de m (le nombre de contraintes). Prenons
le cas m = 1. Nous reviendrons sur le cas des impacts multiples (m > 2) dans le chapitre 7.

1.“t4me-based”:I’occurrence de cet événement est connue, cet instant est fixé par le concepteur de commande.
2.%state-based”:V’occurrence de cet événement est inconnue, il est fonction de I’évolution de systéme.
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L’ensemble {C'I} contient les valeurs initiales qui garantissent qu’il n’y a pas d’impact avant
que le signal ¢jj(+) soit correctement gelé. Avoir z(0) € {C1} est trés intéressant parce que cela
permet d’avoir toutes les conditions réunies pour prouver la stabilité asymptotique forte de
tels systémes [Brogliato et al., 2000]. Mais en général z(0) & {C1}, et de plus {CIs} n’est pas
forcément connu pour des systémes qui ne sont pas a un degré de liberté. Une des difficultés
de 'analyse de stabilité est de prouver que 'erreur de poursuite n’augmente pas d'un cycle
Qopeye U, Uk, .1 & l'autre. Comme nous le verrons par la suite le point crucial de I'étude
est le premier saut de V(.), i.e. oy (tp).

Nous allons d’abord faire quelques calculs préparatoires a ’analyse de stabilité de cette
loi de commande bouclée avec le systéme (4.1). Nous allons calculer dans la section suivante
les variations de V(t,G,q) pour les différentes phases Doteyer Theye €6 Qoneyer1-

5.1.1 Calcul des variations de la fonction de Lyapunov

Avant de passer a I'analyse de stabilité dans la section 5.1.3, on montre ici quelques pro-
priétés de la fonction de Lyapunov (5.2) associée au systeéme (4.1) bouclé avec la commande
(5.1).

On montrera dans les sous-sections 5.1.1 a 5.1.1 que:

[ Sur Qe V(6G0) <O (58) ]

Sur Qo1 V(,G,4) <0 (5.12)
Sur I, . pendant I'accumulation d’impacts [to,too]
V(tes1) — V(te) <0 (5.24)
ov(to) = Ts — Laalts ) M(a)dalt) + d(t5 )" M(@iulty) — I (15)an(ts)  (5.30)
ov(ty) =Ty, pour k > 1 (5.30)
Sur I, . hors de 'accumulation d'impacts [to,too]

| V(t,4,4) <0 (5.13) et (5.31) |

Cas non contraint, sur Qs

Dynamique (4.1) : M(q)¢ + C(q.4)¢ + G(q) =TU
Controleur (5.1)  : TU = Upe = Mg + C(q,4)da + G(q) — 114 — Y24

En boucle fermée, les équations (4.1) et (5.1) deviennent :

M(q)i+ C(q.9)d + G(q) = Méa + C(q.d)da + G(q) — 1d — 72d (5.3)

L’équation (5.3) se simplifie en :

M(q)q = —C(q,4)§ — 114 — 724 (5.4)
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En dérivant la fonction de Lyapunov (5.2) le long des trajectoires de (5.4) on obtient :

S 1 T S T B T
V(t.3.9) = 50 M(@)q+q M(@)g+md g (5.5)

En insérant (5.4) dans (5.5), on obtient

. JS . . T NS ~ e T
V(£,3.4) = 56 M(a)d+q [—C(q.4)d — 11§ — 24] + nq q (5.6)
L’équation (5.6) se simplifie en :

1.7 -

. S = T NS T 3
V(t,q.q) = 54 M(q)q—q C(q,4)Gd —q 724 (5.7)

Mais ch[%M(q) —C(q,4)]q = 0 car [%M(q) —(C(q,q)] est une matrice antisymétrique, d’ou:

V(t,3,4) = = 724 < 0 pour 75 > 0 sur Oy (5.8)

Cas complétement contraint, sur Qg .41

Pendant les phases €o,,.41 on a ¢ = 0 et qg = 0 d’oi1 g; = 0 et 51 = 0. La dynamique
(4.1) se transforme donc en:

Dynamique (4.1) : Mi2(q)d2 + Cr2(¢.9)d2 + G1(q) = TiU + Ay,
M (q)Ga + Coa(q,4)ge + Ga(q) = TU
Controleur (5.1) :TU =U.=U,c— Pj+ K¢(P, — Py)

En boucle fermée, les équations (4.1) et (5.1) deviennent :

{ Mu(‘])(j.z + 012((]7(1)52 = (1 + Kf)()\(h - )\d)

~ o\ o~ - . (59)
Mxn(q)a = —Cxn(q,4)02 — 1G> — 720>

avec Ay = (1,0,...,0)T Py car Py = V f(q)\g et grace au changement de repére (4.1) on a
VF(q) = (1,0,...,0)".
Comme ¢; =0 et ¢; = 0 alors la fonction de Lyapunov (5.2) se simplifie en:

1.7

~ p 1 ~T o~
V(£0.0) = 52 Maa(a)ds + 5%(15 7 (5.10)

En insérant (5.9) dans la dérivée de (5.10) on obtient :

. s 1 T S T N T
V({t.0.:9) = 56 M22()d> — G2 C2(0:4)d2 — G2 72 (5.11)

De méme [2Ma;(q) — Caa(q,q)] est anti-symétrique, on a donc:

. Y 2T
V(t,4,q) = =202 42 < 0 pour v > 0 sur Qo 11 (5.12)
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Cas de la transition, sur Iy

Sur [th° to)

Avant le premier impact, on a U, = U,,, le systéme se trouve dans la méme configuration
que pour le cas non contraint, d’ot:

T

V(t3,4) = =724 <0 (5.13)

Sur [to,too)
(i) - Calcul des variations de V(t,4,§) entre deux impacts.
Dynamique (4.1) : M(q)§ + C(q,4)q + G(q) = TU + A,
Controleur (5.1) :TU =U; = G(q) — 714 — Y24

En boucle fermée, les équations (4.1) et (5.1) deviennent :
M(9)i = —C(9,9)d — 1T — 124 + Aq, (5.14)

Soit toujours la méme fonction de Lyapunov: V = %C]TM(q)cj + %ylc]ch.

Le signal g4 est constant sur [tg,to] d’ott ¢4 = 0 et ¢ = ¢. La fonction de Lyapunov (5.2)
se simplifie en:

s 1. R 1 .
V@%®=§fM@M+§%£%+§%£m (5.15)

Or ¢1 = q1, et dim¢; = 1, 'équation (5.15) devient donc:

s 1. 1 1
VﬁmwzifMMM+§%£@+§%ﬁ (5.16)

On dérive (5.16) par rapport a t.

1

. Y . . . . . T . .
V@ﬂﬂ%=§7Wﬂ®Q+f“ﬂ®Q+vmuh+vmml (5.17)

En insérant I’équation (5.14) dans (5.17) on obtient

* ~ ]-. N . . . . . e A ~T .
V@%@=§fﬂﬂ®—20@®M+me—%fb—%fb+%£%+vmm (5.18)

ok P
Commeq:q—qg:(q1 qid):<(h~q1d)alors
42 — qaoq 42

R T T T
—1G"q = -G @+ NG G — N P (5.19)
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et comme ¢, = ¢; alors:

147G+ 1 G + 10141 = NdL 4 (5.20)

En insérant (5.20) dans (5.18), on obtient :

V(t,3,9) = —2d" ¢+ 1l ¢Ga + " N (5.21)

Comme on considére la variation de V(t,d,fj) entre les rebonds alors on a ¢"')\, = 0,
puisque A, = 0 lorsqu’il n’y a pas contact. L’équation (5.21) devient:

V(t,4,4) = =" ¢ + 114l ¢} (5.22)

En intégrant (5.22) entre t; et ¢4, 1, on obtient:

Vi(tn) — Vt) = — / §Tddt + 1 afan ) (5.23)

(thsths1)

Aux instants ¢; des impacts, on a ¢;(t;) = 0, d’ou [ql]izﬂ = 0. L’équation (5.23) devient :

Vitrar) — Vte) = —7s / ddt <0 (5.24)

(tstrs1)

(ii) - Calcul du saut de V(t,G,§) & chaque impact.

Uv(tk) = V(ti)—V(tz)

= LT M@a) — Sa) T M@E() + st ) — St d)
2 2 2 2

J/ J/

A B
(5.25)
D’aprés la définition de la trajectoire de référence, nous avons:
— le signal go4(t) gelé avant le premier impact, d’ott ¢o () = Go(t;) et G(t) = §o(t) =0,
— dés le premier impact on fixe ¢14 & zéro, d’out q14(t)) = qua(t;) = 0.
L’expression du terme A devient :

A = At M@d(]) — i) M@ilt) —aat ) M@dalty) + ()M (@)iu(ry)

A ,1:2 g
(5.26)
d’ou
A =Tp — 34a(ty)" M(q)da(ty) + 4(ty)" M (q)da(ty) pour k=0 (5.27)

=T pour k > 1
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L’expression du terme B en (5.25) devient:

1 _ [
B = N [ ()@ () —qu(ty) @ (t;)] (5.28)
—— —
-0
d’ou
B = —%7151(15’;)51(751;) pour k =0 (5.29)
=0 pour k > 1

Finalement l'expression du saut (5.25) de V/(¢,q) est:

ov(ty) =T — 34a(ty)" M()da(ty) + q(tg)" M(q)da(ty) — 371G (1 )@ (ty) pour k=0
=T pour k > 1
(5.30)

Sur [t ,tl;cyc]

Apres 'accumulation en ., le systéme se trouve dans la méme configuration que pour la
phase complétement contrainte d’ou

. ~ I
V(t,4,q) = —G272G> < 0 pour 72 >0 (5.31)

5.1.2 Stratégie de contrdle pour assurer le détachement

Dans cette section nous allons compléter ce qui a été vu dans le paragraphe 4.3, et voir
quelle stratégie adopter pour étre str de ne pas avoir de rebond parasite lorsque la commande
commute entre U, et U,,.

En insérant I’équation de la loi de commande (5.2) dans 'expression de b(q,q,Upe,Aa) (voir
proposition 5), on obtient :

b(¢,G,Unc;Aa) = DM (q)[M(q)da — C(0.0)q — 714 — 124 — DT (1 + K;)Ad] (5.32)

Aprés quelques calculs, I'équation (5.32) et le résultat de la proposition 5 donnent une
condition suffisante pour avoir le décollage :

G = ([M(;)l]ncu(q,@ + [M(;)l]uczl(q,@) G1a + o[ My Jiidra + M Tngia

_ ([M(;)lblcll(qaq) + [M(;)l]22021(q’q>> 52 — 2 [M(;)l]glq~2 -M [M(;)l]quE (533)
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avec les décompositions des matrices M~1(q) et C(q,q) telles que:

[M(;)l]u [M(;)l]u Cu(q,q) Ci2(q,9)
M(g) = t Clad) =

L DI, Culad) Culad)

En fonction du signe de ¢ et de (}2, b(.) = G1 n’est pas forcement positif si on a seulement
A¢ = 0. Donc pour assurer le décollage, il faut choisir un profil pour le signal A\y4(¢) tel qu’il
soit continiiment décroissant jusqu’a ce que b(q,q,Unc,Aq) > 0, et ce méme si une force désirée
négative n’a pas de sens puisque impossible a obtenir (voir Figure 4.4). L’instant tgcyc est
défini comme le premier instant ol ¢, (tgcyc) > (. Comme tout les signaux sont bornés, d’apres

k . .
(5.33) t,”° est forcément borné.
Maintenant nous devons nous assurer que le systéme ne rentre pas & nouveau en contact

avec 0P lorsque la loi de commande commute de Uc(tscycf) vers Unc(tscyc+) au décollage. Si bien
que Unc(tgcyc+) (et surtout gj,(t)) doit étre choisi correctement pour garantir g (t];cyc+) > 0.
A linstant tflcyc_, la loi de commande est U, , on a de plus qld(tgcyc_) =0, qld(tscyc_) =0

et c'jld(tsc”“*) = 0. Si bien que 'équation (5.33) se simplifie en:

Gty ) = b(q.4Unea)
= = ([M(;)l]leu(q,q) + [M(;)l]22021(q,Q)> Gy — 72[M(;)1]21§2 (5.34)

_VI[M(;)l]quvQ - [M(;)l]11<1 + Kf))\d<tld§cyc—) > 0

A Tinstant tscy“+, la loi de commande est U,. donc )\d(tscchr) = 0 dans b(q,4,Upc,\a)
cyc

exprimé en tfl . Comme la trajectoire désirée doit étre deux fois différentiable, choisissons
qld(tZC“Jr) =0et qld(t’;cyc+) = 0. L’équation (5.33) devient:

Q(ty”") = b(¢.4.Unc0)
= - ([M(;)l]m(jn(qaq) + [M(;)l]mczl(q,(i)) G — 72[M(;)1]21§2 (5.35)

M2 + Galty™ ")

En conclusion la condition pour garantir que ¢;(¢) > 0 sur (tgcyc,tscyc +€), pour € > 0, est
que le terme q’ld(tZC“JF) dans I'équation (5.35) compense la perte du terme —[M(;)l]n(l—l—Kf))\d
dans I'équation (5.34), perte qui est due & la commutation de U, a U,,.. La condition sur la
trajectoire désirée en début de phase libre g, 4o est:

ualty™ ") > max (0, - M

(a(theve))

(1 K (i) (5.36)
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Remarque 7 : I est intéressant de noter que les deux transitions Q.. — Qo 41
et Qoppyer1 — Qokg,q2, sont controlées par des trajectoires de références qi, et g qui
violent les conditions de complémentarité, comme vu sur la figure 4.4.

5.1.3 Analyse de stabilité de la boucle fermée

Dans cette section nous allons voir quelles sont les conditions que doivent remplir le sys-
téme (4.1) et/ou la trajectoire de référence ¢ pour que le systéme bouclé soit stable au sens
des définitions 2 et 3.

Proposition 6 : Considérons U'hypothése 1 (de la page 45) satisfaite. Soit le systéme

défini par (4.1) bouclé avec la commande (5.1) et les signaux qq(-), ¢;(-) définis en section

4.2. Ce systéeme est:

(i) - Asymptotiquement fortement stable si z(0) € {CT} ().

(ii) - Asymptotiquement fortement stable si g5(.) est choisi tel qu’a Uinstant du premier
impact de chaque phase Iy, on ait [Mi1(q(to))di(ty) +de(ty )T Mo (q(to))] dral(ty ) < 0.

(1ii) - Asymptotiquement fortement stable si Mys = 0 et e, = 0.

(iv) - Asymptotiquement faiblement stable si Mo =0 and 0 < e, < 1.

Preuve de la proposition 6
Preuve du point (i)

La preuve du point i) (tirée de [Brogliato et al., 2000]), se découpe en deux parties, on
montre d’abord que le systéme vérifie les conditions de la proposition 1 pour montrer que
le systéme est faiblement stable. Puis on montre qu’il est fortement stable a l'aide de la
proposition 3.

De part la définition du cycle dans (2.3), le point (a) de la proposition 1 est vérifié.

D’aprés 'hypothése 1, le point (b) de la proposition 1 est vérifié.

Pour montrer le point (c), on s'intéresse a ’évolution de V(-) pendant 'accumulation
d’impacts [to,ts]:

Viteo) = V(to) = D Vltisr) = V(te) + D ov(te) (5.37)

D’aprés la définition de {CT} Y on aty > 71, d'out 44(ty) = 0. L’équation (5.30) devient

<0 ,pour k=0 (5.38)
<0 ,pourk>1 .

1. Voir la définition 4 page 46 pour {CI}.
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En insérant les inégalités (5.38) et (5.24) dans l'équation (5.37) on obtient que:
Vite) = Vi(t3) <0 (5.39)

D’aprés les équations (5.13) et (5.31), la fonction V/(£,G,G) est décroissante sur la phase
I,,. hors de 'accumulation d’impacts, et en utilisant le résultat de I'inégalité précédente on
obtient que:

kC c kC c
V(t;") = V(rg™) < 0.

Le point (c) de la proposition 1 est vérifié.

D’apreés les équations (5.8) et (5.12) la fonction V (+) est décroissante sur 2 donc le systéme
vérifie toutes les conditions de la proposition 1. Des équations (5.38) et (5.39) on en déduit
que V (¢, ) < V(). Donc d’aprés la proposition 3 on en déduit que le systéme est fortement
stable au sens de la définition 3.

De plus d’aprés les équations (5.8) et (5.12), on a que V(t,4,§) < —v(||g||) avec v(0) = 0
et (+) est strictement croissante. Donc le systéme est asymptotiquement fortement stable.
Remarque 8 : Les situations ot {C1} # () pewvent étre calculées pour des cas simples
comme les systemes a un degré de liberté.

Preuve du point (ii)
i [Man(g(t0))ir (1 )+ da(ty )" Mar(a(to))]dna(ty) < 0 alors on a d(t )" M(q)da(ty) < 0 car
(Goa = 0. Et d’aprés linégalité (5.30), si ¢(t; )T M (q)da(ty) < 0 alors oy (tg) < 0.

Maintenant nous pouvons utiliser la preuve du point précédent.

wn

Preuve du point (iii)
La preuve du troisiéme point suit le méme raisonnement mais dans ce cas on doit montrer
que oy (tg) est négatif puisqu’il n’est plus égal a la perte d’énergie cinétique. Considérons la
loi d’impact de Moreau (2.2). Puisque m = 1, remarquons que:

PrOX g1 [M " (a(to)) Na(q(to)): 4(tg)] = d(ty )" M(q(to))ngnq (5.40)

ou ng, = M a(to)DT -~ rx1 correspond au vecteur normal dans la métrique cinétique
DM (q(to)) D™

[Brogliato, 1999, chapitre 6] et D = [1 0...0] € R™'. A partir de 'équation (5.40) et en

utilisant le complément de Schur pour calculer M~(q(ty)) [Horn & Johnson, 1999, p.472], on

obtient :

P19 B ) Mol i) = ) (st ) G
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En insérant (5.41)dans (2.2) on calcule que:

04 (tr) = —(1+en)q(ty)
(5.42)
04 (tk) = (1 + en) My (q(te)) Mi5 (g () (t,)

Des équations (5.42) et (5.30), et, aprés quelques calculs, on trouve que:

ov(to) = 7 [Myi(q(te)) — Mia(q(te)) My (a(te)) M (a(to)l@ (ty)
—5Mi1(q(to))dis(ty) + Mui(q(to))du(ty ) dua(ty) (5.43)
+qo (ta)TMm((l(tO))%d(ta) - %’Yl‘ﬁd(ta)
Si e, =0 et My = 0, alors I’équation (5.43) devient :
v {to) = —5 Mu(alt0))it (1) — 3 nddalts) <O (541

Et donc la stabilité forte est assurée et le troisiéme point est vérifié.

Preuve du point (iv)
Si Mis = 0et 0 < e, <1, la fonction V(t,G,§) peut se décomposer en deux fonctions

Vit (2),G,(2)) et Va(t,Go(t) (1)) :

V(634) = Viltdnd) + Valtidedn) = 3Mula(to)@n(t) + a0 Maa(a(to))dn(t)

+ It + @) g(t)
A,—/ —~ 2
1% (t) Vz(t)

(5.45)

Dans 'équation (5.45), Va(t) et Vi(t) sont découplées. De plus d’aprés 1'équation (5.42)

Va(t) est une fonction continue et Va(t) < 0 pour tout ¢, donc Vi(te) < ‘/Q(Tokcyc). Comme
Vi(ts) =0 < VI(TSW) alors on a:

V(ts) < V(15) (5.46)

Le point (iv) de la proposition 6 est vérifié. ]
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5.1.4 Conclusion

Dans cette section, on a vu 'extension possible de la loi de [Paden & Panja, 1988] au cas
de la poursuite de systémes non réguliers. On a montré la stabilité de la boucle fermée a ’aide
de la proposition 1. Au vu des résultats obtenus dans la proposition 6, on constate que la
difficulté principale du controle de tels systémes est surtout liée aux couplages M, entre les
coordonnées contraintes (g;) et non-contraintes (¢o). En effet si M5 = 0 dans la proposition
6, les points (iii) et (iv) nous garantissent la stabilité de la boucle fermée. Alors que les points
(i) et (ii) requiérent des conditions supplémentaires qui semblent difficiles & obtenir pour des
systémes de dimension n > 2. C’est pourquoi nous allons développer, dans le section suivant,
une commande qui s’appuie sur le résultat de la proposition 2 relative au loi de commande a
décroissance exponentielle.

5.2 Loi a décroissance exponentielle

5.2.1 Adaptation de la loi de Slotine-Li

Nous allons développer dans cette section une boucle de commande qui pourra étre ana-
lysée a I’aide de la proposition 2 page 31. La loi de commande utilisée dans cette section a
globalement la méme structure que sur les figures 4.1 - 4.2, dans laquelle le bloc "controleur
non linéaire" est basé sur le controleur présenté dans [Slotine & Li, 1988]. Soit la loi suivante :

[ Une = M(q)gr + C(q,4)4- + G(q) — 118

U, =U,. avant le premier impact
T(qU = (5.47)
U =M(q)g-+C(q,9)¢- + G(q) — 115 aprés le premier impact

(| U =Un—Pi+ K¢(P,— Py)

Ol s = G+ 724, 5 = §+ 727 avec ¢ = ¢ — ¢, G = Ga — 724, 72 > 0 et 3, > 0 sont deux
gains scalaires, K; > 0, P; = DT\, est la force de contact désirée pendant la phase de contact
permanent.

Hypothése 2 : Le controleur Uy dans (5.47) assure que la suite {t;}r>o des instants

dtmpacts existe, et avec klim th =t < +00.
— 400

Fonction de Lyapunov

Considérons les deux fonctions positives suivantes :
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Vilt,s) = 3s()"M(q)s(t)

(5.48)
Va(t,s,q) = 38(t)" M(q)s(t) +~2md(t)" ()

Pour les situations ot ® = R", n’importe laquelle des deux fonctions Vj(.) et Va(.) peut
étre utilisée pour montrer la stabilité du systéme (4.1) (5.47) [Lozano et al., 2000, §6.2.5]
[Spong et al., 1990].

Dans la situation qui nous intéresse ici, on a ® C R". Ceci complique beaucoup 1’étude,
et comme nous allons le voir, les deux fonctions sont nécessaires pour 'analyse de stabilité.

5.2.2 Condition de stabilité

Dans cette section nous allons voir quelles sont les conditions de stabilité du systéme (4.1)
bouclé avec la commande (5.47). La proposition 8 donne un résultat pour le cas général e,, # 0,
mais avec des hypothéses sur ||q~(7‘§cyc)|| ou sur ||Ga(tes1)|| < [|@2(tx)]|. Alors que la proposition
10 ne donne un résultat que pour les chocs plastiques (e, = 0) mais sans ces hypothéses. La
proposition 7 n’est qu'un calcul préliminaire nécessaire a la preuve de la proposition 8.

Remarquons que la proposition 7 s’appuie sur V5(.), alors que le point (i) de la proposition
8 est basé sur 'utilisation de V;(.) et du choix de z(t) = s(t) comme variable d’état du systéme
bouclé.

Proposition 7 (Majorants) : Soit le systéme bouclé (4.1) (5.47) sur Uintervalle de

temps [1o°° to], et avec le choiz de ¢t y(.) dans les équations (A.3) (A.4) (A.5) de Uannexe
A. Alors on a les deux propriétés suivantes :

. Va(ry™)
1 to)| <
(i) lata(to)l < 4 =2

.. % — 1/4 k?cc
(i1) |dta(tg)| < KoVa!*(15°)

avec Ky > 0. [

Preuve
La preuve de la proposition 7 est donnée dans I'annexe A.

Aprés les calculs préliminaires de la proposition 7, nous pouvons énoncer la proposition
suivante relative a la stabilité de P'extension de la loi de [Slotine & Li, 1988].
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Proposition 8 (chocs élastiques) : Supposons que Uhypothése 2 soit vérifiée, que e, €
(0,1) et que g1, soit défini comme dans (A.3)-(A.5). Considérons le systéeme défini par (4.1)
bouclé avec le controleur (5.47).

(i) - Si le controleur T(q)U dans (5.47) assure que ||G(7o"°)|| < €, € > 0 pour tout k au
cours des cycles, alors le systéeme initialisé sur Qo avec Vo(70) < 1 vérifie les prérequis
de la proposition 2 et il est donc pratiquement faiblement stable sur () en choisissant
x(.) = s(.) la variable d’état en boucle fermée.

(ii) - Si le controleur T(q)U dans (5.47) assure que ||Ga(tr+1)]] < ||G2(tr)|l, pour tout iy
sur [to,ts), alors le systeme initialisé sur Qo avec Va(18) < 1 vérifie les prérequis de
la proposition 2 et il est donc pratiquement faiblement stable sur €2 en choisissant
x(.) = [s(.),4(.)] la variable d’état en boucle fermée.

Remarquons que € dans le résultat (i) ne doit pas nécessairement étre petit, il est cepen-
dant important que e soit indépendant du cycle k.. Notons aussi que V;(t) < Va(t) pour tout
t >0 et donc Vi(7)) < Va(r)) < 1 dans (i).

Preuve
La preuve de la proposition 8 est donnée dans ’annexe B.

Le résultat de la proposition 8 est énoncé pour les variables d’états z(.) = s(.) ou z(.) =
[s(.),G(.)], alors que I'état qui nous intéresse dans notre probléme de poursuite de trajectoires
est z(.) = [¢(.),q(.)]. Soit la proposition suivante :

Proposition 9 : Soit le systeme bouclé (4.1) (5.47) vérifiant un des deux points de la
proposition 8. Alors Uerreur de poursuite vérifie |§(t)|| < 2R et ||g(t)|| < (1 + 2v)R pour
1

kc c 9
toutt € Q, ||s(t)]| < R pour tout t € Q, avec R = (We”(tf ! el +K+e/)> ‘(Y.

Preuve

D’aprés la définition de s(t) on a § = Iﬁs ou p € C est la variable de Laplace. Donc sur

I'intervalle [tl;cyc,t) avec t € €, (t) correspond a la réponse d'un filtre linéaire d’entrée s(.).
On obtient :

keye
i) = sty [ e strar (5.49)

e

1. L’expression de R est tirée de I’équation B.24 en page 114.
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L’égalité (5.49) implique 'inégalité suivante :

1)1 < sl + e = 157 sloe (5.50)

ol [[x]lec = sup, kese [2(¢)| est la norme L. D’apreés la proposition 8, on a [|s|| < R donc
2ty
I'inégalité (5.50) devient:

a0l < [+ et — AR o
< 2R
D’aprés la définition de s(t) on a G(t) = s(t) — Y2G(t) donc
lg@IF < sl +2lla®] (5.52)
En insérant I'inégalité (5.51) dans (5.52), et en utilisant le fait que ||s|| < R, on obtient
lg(t)]| < [1427%]R (5.53)
u

Les hypothéses des propositions 8 et 9 sont assez restrictives et difficiles & vérifier a priori.
On étudie donc dans la proposition suivante un cas ot 'on peut lever ces hypothéses.

Proposition 10 (chocs plastiques) : Supposons que Uhypothése 2 soit satisfaite, que
e, = 0 et que gi,; soit défini comme dans (A.3)-(A.5). Le systéeme défini par la dynamique
(4.1) bouclée avec le controleur (5.47), initialisé sur gy avec Vo(18) < 1 vérifie les prérequis
de la proposition 2 et il est donc pratiquement faiblement stable sur Q en choisissant x(.) =
[5(.),4(.)] la variable d’état en boucle fermée. n

Preuve

Comme e, = 0, il n’y a qu'un seul impact par phase I,,., et donc le point (b) de la pro-
position 2 n’a plus de sens et n’est donc plus nécessaire. Les points (a) et (d) sont démontrés
dans la preuve de la proposition 8(ii).

Donc le systéme (4.1) bouclé avec le controleur (5.47) satisfait tous les prérequis de la
proposition 2 avec € # 0. Par conséquent le systéme est pratiquement faiblement stable sur €2
avec x(.) = [s(.),q()]. u

5.2.3 Conclusion

Dans cette section, en utilisant un schéma de contrdle dérivé de la loi de [Slotine & Li,
1988| on a donné un résultat de stabilité pour le cas des chocs plastiques (voir proposition 10).
La proposition 8 donne des résultats pour des chocs élastiques mais sous réserve de quelques
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hypothéses. Ces limitations sont encore une fois la conséquence des couplages dans la matrice
d’inertie (Miy # 0). En effet la condition ||Ga(tx+1)|| < ||G2(tx)]| de la proposition 8 devient
inutile dans le cas d’un systéme sans couplage (M2 = 0). (1)

5.3 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons étendu les lois de [Paden & Panja, 1988| et [Slotine & Li,
1988| au cas de la poursuite de trajectoire pour des systémes mécaniques non-réguliers. Les
résultats des propositions 6, 8 et 10 montrent que les deux difficultés majeures pour le controle
de tels systémes sont :

— les couplages dans la matrice d’inertie My # 0.

— Les chocs élastiques e, # 0.

Dans le chapitre suivant, nous allons vérifier numériquement les résultats de stabilité de
ces lois sur des simulations.

1. On rappelle que cette difficulté engendrée par les couplages au moment de I'impact ne peut pas étre réglée
simplement en utilisant une loi de commande découplante. En effet au moment de I'impact la dynamique du
systéme est régie par la dynamique d’impact M (q(tx))oq(tx) = P(tx) (ou P(-) correspond & la percussion).
La commande n’intervient pas au moment de 'impact.
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Chapitre 6
Simulations

Dans ce chapitre nous allons voir le comportement des deux lois de commande vues précé-
demment, lors d’essais en simulation. La premiére section présente le simulateur et les choix de
méthodes numériques utilisées. La seconde section présente les résultats de simulation pour
les deux lois, ainsi qu'une étude de robustesse vis-a-vis des paramétres dynamiques, de la
méconnaissance de la position de la contrainte.

6.1 Présentation de la simulation

6.1.1 Bras manipulateur & 2ddl

Le systéme controlé dans cette étude est un bras manipulateur plan a deux degrés de
liberté (voir figure 6.1). Les données numériques utilisées lors de la simulation sont données
dans le tableau 6.1.

~
7.

F1G. 6.1 — Robot manipulateur plan a deuz degrés de liberté

Nous allons étudier le comportement de la loi de commande définie en (4.3). Le systéme
de coordonnées généralisées a utiliser pour avoir la dynamique sous la méme forme qu’en (4.1)
sont les coordonnées du point de contact avec la contrainte (c’est-a-dire 'extrémité du lien 2
sur la figure 6.1). On prendra donc:

q Y
= p— 5 20
SRR
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On ne considére qu’une seule contrainte unilatérale associée a lextrémité du bras (y > 0),
c’est-a-dire que ’on ne considére pas le cas ol une autre partie du bras viendrait en contact
avec le sol.

lien 1 lien 2
Longueur | [4 =05m Iy =05m
Inertie I =1kgm?| I, =1kgm?
Masse my =1kg me =1kg
Gravité g= 9.81 m.s™?
Restitution e, = 0.7
Frottement w= 0

TAB. 6.1 — Valeurs numériques utilisées dans le simulateur

Pour ces simulations, le systéme doit accomplir des taches cycliques telles que celles décrites
sur la figure 6.2. La trajectoire non contrainte est un cercle qui viole la contrainte: il existe
donc une phase de mouvement libre, et une phase de mouvement complétement contraint
durant laquelle on impose une force de contact A4.

Xi,c(t)

F1G. 6.2 — Trajectoires de références - un demi cercle

6.1.2 Meéthodes numériques utilisées
Pour la dynamique

La dynamique du bras manipulateur est simulée a I’aide d’un schéma "Event-Driven"!. Le
simulateur développé pour cette étude est basé sur la méme architecture que celle proposée
par [Wieber, 2000| pour la simulation de robots bipédes. L’ensemble des matrices d’inertie,

1. "simulation par événements": simulateur basé sur la détection des événements (impact, décollage, glis-
sement...).
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de Coriolis, de gravité... nécessaires a la simulation sont obtenues a ’aide de ’ensemble de
script Maple: Robotdyn [Génot, 1998], le tout est intégré grace au logiciel de calcul numérique
Scilab |Consortium Scilab, 2004].

Ce schéma est de type "Event-Driven", c’est-a-dire que le simulateur integre la dynamique
du systéeme de fagon classique en calculant a chaque instant 'accélération du systéme résultant
de I'équation (2.1). En méme temps le simulateur surveille si une contrainte risque d’étre
violée ou pas. Si c’est le cas, I'intégration s’arréte et une nouvelle intégration redémarre avec
les nouvelles valeurs de vitesses obtenues a I'aide de la loi de chocs (2.2).

Le calcul des nouvelles vitesses post-impact se fait a I’aide de I’algorithme de minimisation
sous contrainte Fsqp [Lawrence et al., 1998|. En effet d’aprés I’équation (2.2), pour obtenir
les vitesses post-impact il faut calculer :

argmin [z — X (6] M(X(0) [z — X(67)
2€Te (X (tr))

Pour les trajectoires de références

L’autre point délicat de la simulation est la génération des trajectoires de référence Xj.
En effet comme nous 'avons vu dans les chapitres précédents, tous les instants de commuta-
tion entre les différents modes de (2.3) ne sont pas fixés a priori mais dépendent de I’état du
systéme (les instants notés tfeyc). Cela veut dire que les trajectoires doivent étre calculées en
ligne. De plus ces trajectoires doivent étre deux fois différentiables. Pour ce faire nous avons
utilisé des polynomes de degré 6 ainsi que des courbes de Bézier.

Une étude approfondie des problémes relatifs a la simulation numérique de systémes mé-
caniques non réguliers se trouve dans [Brogliato et al., 2002].

6.2 Résultats de simulation

Dans cette section nous présentons les résultats de simulations relatifs aux deux lois de
commandes vues précédemment. Le tableau 6.2 regroupe les valeurs des gains utilisés pour
chaque simulation.

Sur ce premier essai on utilise la loi de Slotine-Li avec des gains v = 5 et 75 = 0.5. La
période du cycle (Pe) est de 16 secondes. La figure 6.3 représente la trajectoire du systéme
dans le plan Oxy, on retrouve bien le demi cercle souhaité sur la figure 6.2. Les déformations
de la trajectoire, normalement en forme de demi cercle, au cours des phases de stabilisation
et de décollage sont dues au fait que lors de ces phases les instants t., et t*¥ ne sont pas connus
(“state-base time”). Il se produit donc un petit décalage entre les trajectoires gj, et ¢, par
rapport au demi cercle parfait. Il est donc nécessaire de générer en ligne des morceaux de
trajectoire qui rattrapent ces erreurs.
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z temps (en échantillons)

F1G. 6.3 — n° 1: Trajectoire dans le plan Oxy F1G. 6.4 — n° 1: Fonction de Lyapunov V(t)

Sur cet essai, le période d’évolution du cycle est assez importante, et comme la décroissance
de la fonction de Lyapunov est assez rapide (voir figure 6.4), le systéme rattrape vite la
trajectoire de référence. Et l'effet des discontinuités au moments des impacts n’est plus visible.
Pour la suite des tests nous allons prendre une période de parcours des cycles plus petite
(Pe = 4s). Ceci nous permet de mettre en évidence les deux aspects de la convergence:
I’aspect continu et l'aspect discret. En contre-partie la forme des trajectoires dans le plan
Oxy sera déformée.

6.2.1 La loi de Paden-Panja

Cette section traite des simulations du schéma de commande basé sur la loi de [Paden &
Panja, 1988].

Dans un premier temps, on compare notre stratégie (pour a = 100) avec l'approche
tangentielle (ce qui correspond & fixer a = 0). Sur la figure 6.5, on constate que I'approche
tangentielle demande un temps de stabilisation sur 9® trés long (= 25s) bien que 'on soit
dans le cas idéal (connaissance parfaite des inerties et de la position de la contrainte). Sur la
figure 6.6, on obtient les résultats pour le méme essai (méme gains, méme conditions initiales)
avec cette fois a = 100, on constate que le fait de forcer le systéme a percuter la contrainte
diminue le temps de stabilisation sur 0®.

De plus la figure 6.6 illustre bien le double aspect de convergence de notre schéma de
commande:

— Daspect continu, c’est-a-dire que d’une part ¢(t) tend vers ¢(t). Ceci est surtout visible
sur le graphe de ¢(?).

— et d’autre part l'aspect discret, c’est-a-dire que le signal ¢3(t) tend vers ’approche
tangentielle au cours des cycle key.. Sur le graphe de ¢j,;(t) on remarque que le palier
fixé a —on(TéC “?) diminue de plus en plus lorsque k., augmente.
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FI1G. 6.5 — n° 2: ¢;(t) et q(t) pour a« =0 FI1G. 6.6 — n° 3: ¢i(t) et q(t) pour a = 100

La figure 6.7 montre ’évolution de la fonction de Lyapunov V(¢) au cours des cycles.
Encore une fois, on retrouve bien 'aspect de convergence discréte: plus la trajectoire g3(t) se
rapproche de l'approche tangentielle et moins importants sont les impacts (les sauts oy (to)
diminuent d’amplitude de cycles en cycles).
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F1G. 6.7 — n° 3 : Evolution de la fonction de Lyapunov
Bien que cet essai converge asymptotiquement vers I’approche tangentielle, on constate sur
le zoom de la figure 6.7 que ’évolution de V' (¢) ne remplit pas les conditions de la proposition 1.

Le point ¢) impose d’avoir V(az(tl;cyc),t];cyc) < V(l’(TgcyC),Tgcyc), or ici nous avons V(t}) >
V(73). Ceci est normal puisque notre commande ne satisfait pas a priori les conditions de
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la proposition 6: nous avons M, # 0; et les trajectoires du systéme n’ont pas de raison de
vérifier les points (i) et (ii) de cette méme proposition 6. La loi reste convergente car la durée
des phases €, est suffisamment longue pour avoir V(t;"' ) < V(&)

Couplages entre g, (t) et g,(t)

La figure 6.8 illustre les couplages dans
la matrice d’inertie entre les coordonnées
contraintes ¢; et non contraintes ¢s. A 'ins-
tant d’impact ty, on observe un saut de la
vitesse Go(to)-

Trajectoires de référence

La figure 6.9 montre les trajectoires du sys-
téme dans le plan Oxy. On constate que le
systéme converge vers un cycle limite. Ce
cycle est assez déformé par rapport au demi
cercle de référence. Cette déformation est
due aux phases de gelage de gqq(t) et aux
phases de décollage. Sur la figure 6.3 on peut
voir un essai ol ces phases ont moins d’im-
portance (c’est-a-dire que la durée des tran-
sitions est négligeable par rapport a la durée
compléte du cycle). En définitive, du point
de vue de 'utilisateur, la véritable erreur de
poursuite est X" — X (sachant que X tend
vers X ¢ au cours des cycles). L'utilisateur
peut réduire cette erreur en augmentant la
durée du cycle Pe, ainsi qu’en améliorant
la génération des trajectoires de références
¢5,(t) autour des instants d’impact et de dé-
collage.

Influence du paramétre a

0.84
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080 7

076

a(t)

072 | saut de ga(t)

056 L s e B B
5900 6100 6300 6500 6700 6900 7100 7300 7500 7700 7900
temps (en ms)

FI1G. 6.8 — n° 3: Couplages entre q(t) et ¢a(t)
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F1G. 6.9 — n° 3: Trajectoires dans le plan Oxy

Les figures 6.6, 6.10 et 6.11 montrent I'influence du parameétre o pour des valeurs res-
pectivement de 100, 75 et 50. On en conclut que réduire o permet de réduire le temps de
la convergence discréte. Par contre réduire trop « risque de nous placer dans une situation
similaire au cas de 'approche tangentielle si le palier —a'V (7§) est trop faible par rapport &
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I'erreur de position sur ¢ (¢) et par rapport a la vitesse de convergence (fixée par les gains 7,
et 7). Voir le détail de la phase d’approche sur le zoom de la figure 6.11.
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F1G. 6.10 — n° 4 : q;(t) et q(t) pour a =75

Cas instable

temps (en ms)

F1G. 6.11 — n° 5: ¢;(t) et q(t) pour a = 50

Comme vu précédemment ce systéme ne vérifie pas les conditions de la proposition 6. Si,
par exemple, on diminue la valeur des gains 7; et 79, alors la durée des phases {2, devient
trop faible vis-a-vis de la vitesse de convergence. Ceci est illustré sur les figures 6.12 et 6.13.
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temps (en ms)

Fi1G. 6.12 — n° 6: FExemple de cas instable

temps (en ms)

F1G. 6.13 — n% : Divergence de la fonction V(t)

C’est pour résoudre ceci que nous avons développé le schéma de commande basé sur la loi
de Slotine-Li. Ce second schéma définit la durée N minimum de la phase [ pour conserver
la stabilité.
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6.2.2 La loi de Slotine-Li

Cette section traite des simulations du schéma de commande basé sur la loi de [Slotine &
Li, 1988]. Une nouvelle fois on compare ce schéma a approche tangentielle, et on constate
sur les figures 6.14 et 6.15 que le fait d’imposer un impact favorise la stabilisation sur 0.
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FI1G. 6.14 — n° 7: ¢;(t) et q(t) pour a« =0

T 0.1 B s B s B B
32e3 36e3 40e3 0 4e3 8e3 12e3 16e3 20e3 24e3 28e3 32e3 36e3 40e3
temps (en ms)

F1G. 6.15 — n° 8: ¢;(t) et q(t) pour o = 100

La figure 6.16 montre I’évolution de la fonction de Lyapunov V' (¢). On constate que I'am-
plitude des sauts de V(t) diminue asymptotiquement: V(t37) = 1.4e™!, V(t;7) = 6e73,

V(tst) = de*, V(t5T) = 1e7® etc.
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F1G. 6.16 — n° §: Evolution de la fonction de Lyapunov

On visualise sur le zoom de cette figure, la durée maximum de la phase I; pour assurer
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6.2 Résultats de simulation

que V(t;) < V(tj). Sur cette simulation nous avons des durées d’attente respectivement de
1.02s, 1.68s, 1.53s et 1.25s pour les cycles Iy, I, Iy et I3. On a déterminé théoriquement que
cette durée est inférieure ou égale a la valeur de N donnée dans 'expression (3.7) de la page 32.

Dans l'exemple suivant, le premier impact du cycle (a l'instant ) se produit alors que
qt, = 0 ( voir figure 6.17). C’est-a-dire que 1'on est dans le cas ol ty > 7, ceci correspond &
la situation la plus favorable puisque le saut de V'(t) en ¢y devient négatif (voir figure 6.18).
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FIG. 6.17 — n° 9: qi(t) et q(t) pour to > 1} FI1G. 6.18 — n° 9: Saut négatif de V(t)

6.2.3 Robustesse

Dans cette section, nous nous intéressons a 1’étude de la robustesse de ces deux schémas
de commande. Nous allons étudier deux aspects de la robustesse :

— La méconnaissance du modéle, en utilisant des inerties différentes dans la partie simu-
lation et dans la partie commande du simulateur.

— La méconnaissance de la position de la contrainte.
Erreur dans le modéle

Pour ces exemples on utilise le méme modeéle que celui décrit dans le tableau 6.1 pour la

partie simulation, par contre pour la partie commande on utilise un modéle ot m; = my =
1.3kg, soit une différence de 30%.
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Chapitre 6. Simulations

La figure 6.19 retrace l’évolution du systéme avec le schéma de commande basé sur la
loi de Paden-Panja. On constate sur le zoom de la figure 6.19 que 1’écart de modélisation
de +30% induit une erreur non négligeable du suivi de trajectoire. Cette erreur se traduit
sur la fonction de Lyapunov (figure 6.20) par la présence d’impacts pour tous les cycles. On
n’obtient plus de stabilité asymptotique.
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F1G. 6.20 — n° 10: Robustesse - fonction V(t)

Les figures 6.21 et 6.22 reprennent le méme essai de robustesse pour le schéma de com-
mande basé sur la loi de Slotine-Li. On retrouve des résultats comparables & ceux de la loi
de Paden-Panja, avec des erreurs de suivi beaucoup plus faibles. Les sauts de V() sont de
I'ordre de 3e~* contre prés de 5e~3 précédemment.
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F1G. 6.21 — n° 11: Robustesse - qq(t) et q(t)
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F1G. 6.22 — n° 11: Robustesse - fonction V(t)

En conclusion, on peut dire que le schéma basé sur la loi de Slotine-Li est plus robuste
vis-a-vis des erreurs sur le modéle que le schéma de Paden-Panja.
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6.2 Résultats de simulation

Erreur dans la position de la contrainte

Nous allons maintenant étudier la robustesse de cette structure de commande lorsque la
position de la contrainte n’est pas connue exactement.

La position réelle de la contrainte est le plan y = 0. Vue de la commande la position de la
contrainte se situe a l'altitude ¢ # 0. On teste deux cas:

— la position de la contrainte est sous-estimée ¢ < 0,

— la position de la contrainte est sur-estimée ¢ > 0.

1°" cas: la position de la contrainte est sous-estimée ¢ = —2cm
La position réelle de la contrainte est 2cm plus haut que prévu. On simule le schéma de
Slotine et Li pour v = 100.
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F1G. 6.23 — n° 12: Position de la contrainte F1G. 6.24 — n° 12: Erreur sur V (t)
sous-estimeée

Dans ce cas la trajectoire de référence ne converge plus vers une approche tangentielle mais
vers une approche ot 'on impose tout le temps un impact dont la force est proportionnelle a
I'erreur d’estimation de la position de la contrainte (voir la figure 6.23). Dans cette situation
on perd donc la convergence asymptotique, et la fonction de Lyapunov (figure 6.24) présente
des sauts positifs pour tous les cycles.

2éme cas: la position de la contrainte est sur-estimée ¢ = 2cm

La position réelle de la contrainte est 2cm plus bas que prévu. On simule le schéma de
commande de Slotine et Li pour a = 100.

La figure 6.25 présente les trajectoires du systéme pour ¢ = 2cm. On constate que pour les
deux premiers cycles le terme aV (1) est supérieur a c¢: la méconnaissance de la position de
la contrainte n’a donc pas d’influence sur ces deux cycles. Par contre pour le troisiéme cycle
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on a aV(TOk) < ¢, et le systéme ne rentre plus en contact avec 0®. Pire encore le systéme
évolue comme s’il y avait eu contact, il évolue dans les phases I, 25, g, I3 etc. Ceci est di
au fait que la détection de ¢y (I'instant du premier impact) par la loi de commande se faisait
uniquement sur la position du systéme et de sa vitesse.

Pour régler ce probléme, il faut vraiment détecter un impact pour passer la transition ¢y

du graphe d’évolution de la figure 4.2. En pratique ceci nécessite, par exemple, 'ajout d'un
capteur de force. Ceci est fait sur la simulation de la figure 6.26. Par contre, dans ce cas aucun

impact n’est détecté et le systéme reste bloqué dans la phase I5.
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6.3 Conclusion

Le risque de blocage dans une phase I en cas de mauvaise estimation de la position de la
contrainte (vu sur la figure 6.26) peut étre résolu en adaptant en ligne la valeur estimée de la
contrainte. En effet, changer la valeur de I’estimation de la position de la contrainte revient en
quelque sorte au méme que de modifier la valeur de aV (), ou méme encore de simplement
modifier . Comme la valeur de a n’intervient pas dans les conditions de stabilité, on peut la
modifier en cours d’exécution. Sur I’exemple de la figure 6.27, on décrémente la valeur de 1'es-
timation de la position de la contrainte de 1,5cm toutes les 3s tant qu’il n’y a pas de contact
détecté. Si le pas de décrémentation est trop grand, on risque de se retrouver dans un cas ot la
position de la contrainte est sous-estimée. Dans cet exemple, I'estimation finale de la position
de la contrainte est de 2cm — 2 x 1.5cm = —1lem. Les cycles ke, = {2,3,4,...n} se déroulent
donc avec une contrainte sous-estimée. On n’obtient donc pas de stabilité asymptotique.

essai Loi al | v | Pe

n°1 | Slotine | 10| 5| 0.5 | 16s

n° 2 | Paden 0] 215 3s

n°3 | Paden | 100 | 2|5 3s

n®° 4 | Paden D 215 3s

n®5 | Paden 50| 215 3s

n® 6 | Paden 7 1|2 3s

n°® 7 | Slotine 0|10 0.5 d4s

n® 8 | Slotine | 100 | 10 | 0.5 | 4s

n® 9 | Slotine 5110|055 ] 3s Robustesse

n° 10 | Paden | 100 | 2|5 4s | erreurs sur les masses +30%

n° 11 | Slotine | 100 | 10 | 0.5 | 3s | erreurs sur les masses +30%

n° 12 | Slotine | 100 | 10 | 0.5 | 3s | position contrainte estimée +2cm
n° 13 | Slotine | 100 | 10 | 0.5 | 3s | position contrainte estimée —2cm

TAB. 6.2 — Valeurs des parameétres de chaque simulation

6.3 Conclusion

Ce chapitre montre quelques exemples de simulation des deux schémas de commande,
basés sur les lois de [Paden & Panja, 1988] et de [Slotine & Li, 1988|, présentés dans les
chapitres 5.1 et 5.2. Ces essais montrent la faisabilité de telles structures de commande.

D’un point de vue simulation, la principale difficulté reste la simulation des impacts pour
des systémes mécaniques. Sur ce cas simple cela se résume a la résolution d'un LCP.

D’un point de vue commande, la difficulté d’implémentation (hormis le calcul du modéle
lagrangien en ligne) se situe au niveau de la génération des trajectoires de transitions entre
chaque phase qui assurent que ¢j soit bien deux fois différentiable lorsque c’est nécessaire.
Des trajectoires générées trop simplement provoquent de fortes déformations de la trajectoire
limite X“(t) par rapport a la trajectoire désirée.
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Chapitre 6. Simulations

En ce qui concerne la robustesse, on peut dire que ce schéma de commande est robuste si
on considére les erreurs au niveau du modeéle ainsi que des erreurs d’estimation de la position
de la contrainte négatives (¢ < 0). Dans le cas des contraintes sur-estimées, obtenir une
commande robuste nécessite de rajouter un module de surveillance au niveau du superviseur
qui permette de détecter des cas ot la contrainte est sur-estimée. Dans tous les cas, une erreur,
dans le modeéle géométrique ou dynamique, entraine la présence permanente d’impact, ce qui
prive cette commande de stabilité asymptotique.
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Chapitre 7
Impacts Multiples

Ce chapitre étend le schéma de commande précédant au cas des chocs multiples. L’objectif
est de stabiliser le systéme non plus sur une surface, mais sur 'intersection de deux surfaces.
C’est-a-dire qu’on cherche a stabiliser le systéme sur une singularité de 0® (voir définition en

page 9).

7.1 Introduction

Définition 5 (Impact multiple) : Un impact multiple est un impact sur une singularité
telle que dans la définition 1 page 9. Si la singularité a une co-dimension o, l'impact multiple
est appelé un a-tmpact. De méme la singularité est notée 3.

En ce qui concerne la stabilisation sur une singularité de 0®, le probléme est que le systéme
peut atteindre la singularité de facons différentes: le systéme peut atteindre la singularité di-
rectement, ou bien il peut percuter une ou plusieurs surfaces ¥J; avant d’atteindre la singularité
(avec un nombre fini ou infini d’impacts), voir la figure 7.1.

Par la suite on note 0%”, 'angle cinétique entre deux surfaces ¥; et 3, (i.e. un angle dans
la métrique cinétique définie par 27 M (q)y pour les vecteurs x et y). Par la suite nous allons
nous restreindre au cas m = 2 (deux contraintes) et 6,7 < Z. Les raisons de ce choix sont les

kin
suivantes:

— Supposons que e, = 0 dans 'équation d’impact (1.11). D’apres [Paoli, 2002], les condi-
tions 0}2 < 7 et e, = 0 impliquent que les trajectoires (i.e. les solutions de la boucle
fermée) sont continues par rapport aux conditions initiales.

— En prenant e, € [0,1] et en supposant que le systéme se déplace en restant en contact
avec Y; avant de toucher O® en q. Alors ¢(t;) € No(q) et d’apres (1.12) ¢(¢)) =
—end(t; ). Cela veut dire qu’apres le choc, la vitesse est encore tangente a 3y, et I'état

aprés le choc en ¢} vérifie toujours la contrainte ¢ = 0.(1)

Le but est donc de stabiliser le systéme sur une singularité ¥ = 3, N, durant une phase
de transition. Plusieurs cas vont étre examinés par la suite, et le controleur utilisé sera celui
développé en (5.1).

1. La notation ¢ = 0 renvoie a la coordonnée correspondant & la i®™° contrainte unilatérale, voir le

changement de coordonnées de [McClamroch & Wang, 1988] a la page 35.
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Chapitre 7. Impacts Multiples

\

(a) (b) (c)

Fic. 7.1 — Impact Multiple (2-impact)

7.2 Stabilisation sur un 2-impact

Dans ce cas, les deux surfaces sont atteintes simultanément. Cela veut dire qu’a chaque
instant d’impact tg, on a ¢i(tx) = ¢ (tx) = 0, et I'analyse de stabilité faite dans le cha-
pitre 5.1.3 pour un l-impact peut étre adaptée pour un tel 2-impact. Si e,, = 0, la continuité
des solutions par rapport aux conditions initiales nous permet de conclure que cette straté-
gie posséde certaines propriétés de robustesse. Effectivement si le systéme ne rentre pas en
contact exactement sur la singularité ¥2, mais sur un voisinage, alors la stabilisation a quand
méme lieu avec ce controleur comme décrit sur la figure 7.1(b).

Par contre si e, > 0 alors cette stratégie ne marche plus en pratique, a cause de son
manque de robustesse (puisque les trajectoires rebondissant dans un voisinage de 2 et celle
rebondissant sur X2 peuvent étre trés différentes).

7.3 Impact sur une surface précédant un 2-impact

Dans ce cas la phase de transition est découpée en deux étapes: une premiére sous-phase
durant laquelle le systéme est stabilisé sur ¥; (sans qu’il y ait d’impact sur 3,); et une
seconde sous-phase durant laquelle le systéme est stabilisé sur Y2, La propriété exposée dans
le deuxiéme point de I'introduction de ce chapitre, assure que le systéme reste sur X; au cours
de cette seconde sous-phase.

La preuve de stabilité pour la premiére phase est similaire au cas 1-impact si on prend

2
@ = [gi]et qu = { Zl ] . Pendant la seconde phase, le systéme est en mouvement complétement
2
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7.4 Le cas général

contraint, et la dynamique de la boucle fermée est :
M(q)G = —C(q.4)d — ad — 724+ 1+ K1) (A, — Aa)) Vo (7.1)

. . . 0
Le systéme est stabilisé sur $? en utilisant le signal ¢}, = l e ] , ol ¢ a la méme forme
1d

. P k
que g1 lors de la phase précédente et décroit vers —anV (75°°).
Comme pour la preuve précédente nous devons montrer que 'inégalité suivante :

V() ter) — Vix(t)t)) <0 (7.2)
est vérifiée. On a:
V(@(ty)teps) — V(@) )

= / V(t)dt
(thstrt1)

=/ qTMq+qT7q+%qqut
thotht1)

= / (qT[—Cq — G —v2q+ (1 +kp) Ay — Aay)Voai] + ngq + %qTq)dt
(thotkt1)

= / —Y2¢" qdt + 11 / G qigdt + / §"(1+kp) (Mg — M) Voqrdt
(thstrt1) (trstrt1) (thstrt1)

= / —72q" dt <0
(thstrt1)

L’avant-derniére égalité est déduite de la précédente en utilisant le fait que la matrice

2C(q,9) — M(q,Q) est antisymétrique, et que iqu —iTq=q"qy,

La derniére égalité est déduite de la précédente car ¢7(1 + k1)(Ay, — Aay) Vet = 0 et
[qqud]?;“ = 0 puisque ¢;(tx) = 0 au cours du 2-impact. Une preuve similaire au cas 1-
impact nous permet de conclure sur la stabilité asymptotique de la poursuite de trajectoires
comportant ce 2-impact.

Néanmoins nous avons supposé qu’il n’y avait pas d’impact sur la seconde surface lors de
la premiére sous-phase. Ceci n’est pas toujours réalisable en pratique, et peut présenter des

problémes de robustesse pour le cas de la stabilisation au voisinage de la singularité.

7.4 Le cas général

Dans le cas général, le systéme peut percuter indifféremment les deux surfaces. Il se produit
plusieurs 1-impacts sur les deux surfaces avant qu’il y ait le 2-impact. Dans cette configuration,
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COXA

Fiag. 7.2 — Cas général

nous n’avons pas ¢i(t;) = 0 pour chaque impact (ceci n’est vrai que pour le 2-impact). La
stabilité faible peut étre obtenue en étudiant les variations de V' (¢(t),q(t),t) entre deux impacts
sur la méme surface (X; ou ).

Soit la notation suivante: {tox }r>o représente les instants d’impact sur s, et {tog11}tr>o0
Q%é} _ | V() )
aii || —aeV(x(m™) )

tion de V(q(t),4(t),t) entre deux impacts sur X :

ceux sur ;. Choisissons aussi ¢f,; = [ . Calculons la varia-

V( 2_(k+1)) - V(t;’_k)

= V d Oy (l2k+1 V d
/( (t)dt + o (t )+/ ()t

tog tak+1) (tak+1:to(k+1))

T T t t
= oy (togt1) — 72/ ¢ qdt — 72/( Gt qdt + gl T[Ql]tzzﬂ + M4y T[ql]ti,(;:l) (7.3)

(tok tar+1) oy 15ta(k41)

= A+ 7aiy T(qi(tagerny) — @1 (tar)) (7.4)
= A+ mqy (a1 (tawsen) — a4 (tar))

ot A > 0 est la somme de tous les termes négatifs de ’équation (7.3). L’égalité (7.4) est
déduite de (7.3) puisque g3 (ta,) = 0 pour tout k. En prenant a; = 0, alors ¢ = 0 et :

V( ;(k+1)) —V(ty) <0
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7.5 Conclusion

La stratégie est donc de prendre a; = 0 (la consigne de la commande correspond au point
A sur la figure 7.2) au début de la phase de transition. Le systéme se stabilise sur o, puis il
suffit de commuter la commande vers ap = 0, oy > 0 (consigne B sur la figure 7.2) lorsque le
systéme est sur X, (ou bien revenir au cas de la section 7.3).

7.5 Conclusion

Ce chapitre donne des perspectives sur les possibilités d’extension du schéma de commande
présenté dans cette thése au cas des 2-impacts. Seuls les impacts multiples sur des singularités
dont I'angle cinétique est inférieur a 7 ont été considérés car ce sont les seuls cas pour lesquels
on posséde des résultats sur la dépendance continue des solutions par rapport aux conditions
initiales.

Dans la partie suivante nous allons voir un autre type de systéme mécanique comportant
des impacts multiples.
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Deuxiéme partie
Etude d’un systéme mécanique
sous-actionné soumis a des chocs
multiples

Cette deuxiéme partie traite le cas d’un systéme mécanique particulier soumis & un 2-
impact. Contrairement au travail fait en 1% partie, nous n’aborderons pas ici 'aspect com-
mande, nous allons seulement exhiber les difficultés liées a la commande de tels systémes.

Encore une fois, nous mettrons en évidence le réle important des couplages de la matrice
d’inertie.

Sommaire

* Introduction et présentation de Rabbit
Problématique de la marche en double support
* le rocking bloc simple
Conditions pour ne pas avoir de basculement aprés un 2-impact
* Le rocking bloc de forme et d’inertie variable
Conditions pour ne pas avoir de basculement aprés un 2-impact
* Application au robot Rabbit
Résultats numériques

* Conclusion
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Chapitre 8
Problématique de la marche en double
support

Ce chapitre expose le probléme de la marche en double support, pour un robot bipéde
plan. Aprés une courte introduction présentant le robot Rabbit, nous allons présenter une
approche nouvelle pour considérer le bipéde au moment d'un 2-impact.

8.1 Le bipéde Rabbit

Le robot Rabbit (voir figure 8.1) est un robot bipéde constitué de 5 corps et de 4 action-
neurs. Une description plus détaillée du robot est disponible dans [Westervelt et al., 2004] et
[Chevallereau et al., 2003|. On note ¢ = (¢1,92,93,94) la configuration des articulations moto-
risées du robot, et ¢. = (¢,¢5,2¢,yc) le vecteur d’état du systéme (voir figure 8.2). Le bipéde
est soumis & deux contraintes unilatérales fi(g.) = 0 et fa(ge) = 0, correspondant aux deux
contacts des pieds avec le sol; on considére qu’en fonctionnement normal, ce sont les deux
seuls points du robot susceptibles d’étre en contact avec le sol.

Photos: (©Artechnique

Fi1G. 8.1 — Le bipéde Rabbit FiG. 8.2 — Les deuz contraintes unilatérales
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Chapitre 8. Problématique de la marche en double support

La dynamique du robot peut s’écrire sous la forme Lagrangienne suivante:

M(Qe)de + C(Qeade)de + G(Qe) = U + vfl(Qe))\l + Vf2<Qe>)\2
fl(Qe) Z 0 ) f1<Qe>)\1 =0 s )\1 = 0 (81)
f2(ge) 20, fa(ge))a = 0,220

ot M(q.) représente la matrice d’inertie du bipéde, C(ge,qe) la matrice des effets de Co-
riolis et centripéte, G(q.) les effets de gravité, U(+) les couples moteurs, A; et Ay représentent
les efforts de réaction du sol sur le bipéde.

Soient les définitions suivantes:

Définition 6 (Marche en double support) : La marche en double support est une
allure ou les deux pieds sont en contact avec le sol en méme temps pendant une durée
(Tps) non nulle.

Définition 7 (Marche en simple support) : La marche en simple support est une
allure ot les deux pieds ne sont jamais en contact avec le sol en méme temps. La transition
d’un appui sur une jambe vers ['autre est instantanée.

Définition 8 (Course) : La course est une allure ow les deux pieds ne sont pas en contact
avec le sol en méme temps pendant une durée (T,,) non nulle.

Problématique

Le probleme qui nous intéresse dans cette partie est de savoir sous quelles conditions une
marche en double support est possible pour un robot bipéde plan tel que celui de la figure 8.2.
En effet nous verrons par la suite, qu’au moment de I'impact de la jambe libre sur le sol, il
n’est pas forcément évidant de maintenir la jambe d’appui encore en contact avec le sol apres
I'impact.

8.2 La marche en simple support : le pendule inversé

Une premiére approche est de considérer la dynamique du bipéde comme équivalente a
celle d'un pendule invers¢ [Kajita & Tani, 1996]. Dans [Chevallereau et al., 2003] et [Wester-
velt, 2003] le robot Rabbit est vu comme un pendule inversé au cours des phases de simple
support (voir figure 8.3). Cette équivalence bipéde/pendule permet d’obtenir de fagon ana-
lytique I’évolution du bipéde au cours de cette phase. En supposant que la phase de double
support est instantanée, il est possible de conserver cette identification & un pendule tout
en enchainant différents pas. A chaque instant d’impact t; une loi de restitution permet de
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8.8 Le double support

F1G. 8.3 — Identification a un pendule (SS)

réinitialiser la position du pendule (changement de coordonnées, et réinitialisation des vitesses
post-impact). Cette technique a été utilisée avec succés pour les premiers essais de marche en
simple support sur cette plateforme robotique. Par contre dans le cas de la marche en double
support, on ne peut plus utiliser ce modeéle, car il ne modélise pas le contact simultané des
deux pieds. Nous allons donc proposer une nouvelle approche.

8.3 Une approche possible pour la marche en double sup-
port : le “rocking block”
D’aprés [Azevedo, 2002], la durée d’un cycle normal du marche contient environ 20%

de phases de double support (voir figure 8.4). La phase de double support n’est donc pas
négligeable.

|:| balancement | un cycle complet de marche = 1 foulée

D swport | |
. i 60 % ‘ 40 % [ ' Jambe gauche
Y ‘ 40 % ’ A 3 60 % ! ‘ Jambe droite

|

double support ] double support
(10%) (10%)

F1G. 8.4 — Cycle de marche d’un bipéde [Azevedo, 2002]

Pour pouvoir tenir compte de 1’évolution du mouvement du bipéde pendant la phase de
double support il ne faut plus identifier le bipéde & un pendule inversé mais plutét a un “bloc”
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Chapitre 8. Problématique de la marche en double support

de forme et de répartition des masses variables (fonction de la configuration ¢(¢) du bipede).
La répartition des masses du bloc est caractérisée par la position du centre de masse du bipéde
et par son inertie I(g). La forme du bloc est fixée par la position des pieds du bipéde (points
A et B de la figure 8.5).

Dans le cadre du controéle de ce bipéde pour une marche en double support, I'idée serait de
suivre une approche similaire a celle de [Chevallereau et al., 2003| et [Westervelt, 2003] lorsque
que le bipéde est en phase de balancement sur un pied. Et d’utiliser I’approche "Rocking
Block" pour positionner au mieux le robot au moment du double impact.

A fZ(qe) >0
fl(Qe) =0

F1G. 8.5 — Identification a un bloc (DS)

Comme les pieds du bipéde ne peuvent pas pénétrer le sol (en A et en B), le systéme
est contraint d’évoluer dans un sous espace ® de R¥™) définit par I'intersection de deux
demi-espaces ® = {q.|f1(¢e) = 0} N {qe|f2(ge) = 0} (voir figure 8.6). Le probléme de la marche
correspond donc a I’évolution du systéme sur la trajectoire M de la figure 8.6, alors que la
course correspond a la trajectoire C. Pour ce qui est de la marche, on obtient une marche
avec double support si le passage par DS = {fi(¢.) = 0N fa(g.) = 0} n’est pas instantané

(on note ; = {¢e| fi(¢e) = 0}).

Le probléme qui nous intéresse ici, est donc de savoir comment évolue le systéme aprés un
double impact en DS (voir la figure 8.7):

— Est ce que le systéme reste en DS?

— Si non, quelle est son évolution?
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8.4 FEtude d’un double impact

F1G. 8.6 — Contraintes dans l’espace des coordonnées généralisées

|
B
A fa(ge) >0 A B
.fl(qe) =0 fI(Qe) = 07 fZ(Qe) =0
t <ty t=1t; t=1t

Fi1G. 8.7 — Quelle est I’évolution du mouvement apres l'impact

8.4 Etude d’un double impact

Pour pouvoir intégrer la dynamique donnée dans I’équation (8.1), il faut une loi de restitu-
tion qui donne la vitesse post impact du systéme lorsque ce dernier arrive sur une contrainte,
et ainsi garder le systéme a I'intérieur de ®. On utilise la méme loi que dans la partie I, soit
la loi de restitution suivante [Moreau, 1988]:

Ge(t) = —ende(ty) + (1 + €n) al“g( Hzifl)) 1(Z — Ge(t)) M(9)(Z = Ge(ty) (8.2)

N J/ I )
-~

TV
Elast PToj ap
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Chapitre 8. Problématique de la marche en double support

 Ge(ty )
S5, —25 555
instantané
A
fl (Qe) >0 B
fZ(qe) =0
t=1t;

Fic. 8.8 — Angle obtus, choc plastique

Ge(tr)

fQ(Qe) =0

Ge(tr)

5SSy ——— Envol

F1G. 8.10 — Angle obtus, choc élastique

88

Filge) =0 falge) =0
Ge(t]))
de(ty )
SSA — s DS
A B
fi(ge) =0, fa(ge) =0
t=t}

Fic. 8.9 — Angle aigu, choc plastique

fi(ge) =0 fa(ge) =0
+
Ge(fr)
Ge(tr;)
S84 —— S5,
B
A fZ(qe) >0
fl(qe) =0
t=1t

F1G. 8.11 — Angle aigu, choc élastique
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8.5 Le “rocking block” simple

Lors de 'application de cette loi de restitution, quatre cas sont a distinguer: Si le choc est

plastique ou élastique, et si 'angle cinétique 62, entre les deux contraintes est obtus ou aigu.

s

~ Si 602, > Z et e, =0, alors le terme Elast de (8.2) est nul et le terme proj,, € ¥, on a
donc que qe(t:) € Y5 (voir la figure 8.8). Le bloc passe du simple support en A (554)
vers un simple support en B (SSp) en passant par une phase de double support (D.S)
instantanée ,

~si 02 < 7 et e, = 0, alors le bloc passe directement en phase de double support (voir
la figure 8 9),

s

— 5107, > % et e, > 0, alors le bloc s’envole, aucun des deux point A et B ne reste en
contact avec le sol aprés le double impact (voir la figure 8.10),

~ si 67, < I ete, >0, alors le bloc rebondit en marche arriére autour du point A (voir
la figure 8.11).

D’aprés les résultats précédents, un contact persistant apres I'impact n’est possible qu’a
deux conditions:

— le choc est plastique (e, = 0),
— l'angle cinétique est inférieur a 7.

8.5 Le “rocking block” simple

Dans [Brogliato, 1999, section 6.1.1] on trouve les conditions sur la géométrie du bloc
nécessaires pour avoir un angle cinétique 67, < 5. Pour un bloc rectangulaire homogene
(c’est-a-dire de centre de masse au milieu du rectangle), de largeur L, de hauteur [, de masse
m et d’inertie I alors on a: .

02 < — <= 41 < mL? (8.3)

\)

Le bloc est homogene d'ot I = 2 (I* + L?), et la condition (8.3) devient :
0,2 < 5 D e 12 <412 (8.4)

Ce résultat était prévisible : pour que le bloc s’arréte de basculer il faut qu’il soit beaucoup
plus large que haut.

Pour le cas particulier d’un “rocking bloc” de forme carrée, on trouve dans [Frémond, 2002,
section 8.18.5|, les résultats suivant :

~ SiI—mR?cos®’a >0
— le bloc pivote en B pour mI — 4k*R*cos’>a > 0

— le bloc s’envol pour mI — 4k?>R? cos? o < 0
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Chapitre 8. Problématique de la marche en double support

~ Sil—mR?cos’a <0
— le bloc s’arréte pour I — 4kR? cosa + mR%?cosa > 0
— le bloc pivote en A pour I — 4kR?cosa +mR%cosa <0

ou I et m correspondent a l'inertie et a la masse du bloc, R et «a sont définis sur la figure
8.12, et k correspond au coefficient de la loi de Frémond qui détermine les caractéristiques du
contact (plastique ou élastique).

F1G. 8.12 — Ezemple de [Frémond, 2002/

On compare maintenant les résultats de cette loi avec ceux de la loi de Moreau. Avec les
nouvelles notations de la figure 8.12, la largeur du bloc vaut :

L =2Rcosa (8.5)
La condition (8.3) se transforme en
02 < g e 4] < mdR?cos’a (3.6)
ou bien en
0,2 < g <= I —mdR*cos’a <0 (8.7)

Avec la loi de [Frémond, 2002] on retrouve la méme classification des mouvements post-
impact possibles. A savoir un premier découpage qui est fonction uniquement de la configura-
tion propre du bloc (dimensions, inertie, masse...). Et un deuxiéme découpage qui est fonction
de la nature du contact entre le bloc et le sol.

8.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons vu quelles étaient les conditions nécessaires pour avoir un
double support persistant aprés 'impact. Il faut d’une part que I'impact soit de type plastique
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8.6 Conclusion

(e, = 0). Et d’autre part que I'angle cinétique 6,2

que cette deuxiéme condition est équivalente a une condition sur les parameétres physiques
du bloc (m, L, I, I). Dans le cas de I'identification bloc/bipéde, 'idée est donc de dire que
ces paramétres sont fonction de la configuration du bipéde au moment de I'impact (m, L(q),
1(q), I(q)). De cette maniére il est possible de trouver une configuration ¢(¢;) du bipéde qui

implique 6,7, < .

soit inférieur ou égal & 7. Nous avons vu

Dans le chapitre suivant nous allons traiter le cas d’un bloc de forme variable pour per-
mettre d’adapter au mieux la position du centre de masse et les points de contact avec ceux
du bipéede identifié.
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Chapitre 9
Identification du bipéde par un bloc
déformable

Dans ce chapitre, nous allons déterminer quelles sont les conditions sur les caractéristiques
géométriques du bloc déformable au moment du double impact pour obtenir une phase de
double contact de durée non nulle (proposition 11). Ensuite nous appliquerons ce résultat au
cas du bipéde “Rabbit”, pour déterminer les configurations pré-impact permettant d’obtenir
un double support.

9.1 Cas du bloc de forme et d’inertie variable

Dans ce chapitre le bloc n’est plus rectangulaire, mais il est de forme quelconque. Le bloc
est caractérisé par sa masse, par la position de son centre de masse (par rapport au deux
point de contact avec le sol) et par son inertie.

9.1.1 Caractérisation du bloc de forme quelconque.

Soit le bloc suivant (voir figure 9.1), ou les paramétres [y, ls, o et o définissent la forme
du bloc. Dans ce chapitre I, I, a7 et as sont des constantes qui définissent la position du
centre de masse du bloc par rapport aux deux points d’appui A et B du bloc avec le sol. Par
la suite ces paramétres seront fonction de la configuration du bipéde au moment du double

impact (l1(q), l2(q), c1(q) et as(q)).

A (075} Qg ( B

F1G. 9.1 — Paramétrisation du bloc
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Chapitre 9. Identification du bipede par un bloc déformable

Soit X = (zg, yg, 0)T le vecteur d’état du bloc, oul (z¢, y¢) représentent les coordonnées
du centre de masse du bloc, et 6 l'orientation du bloc (voir figure 9.2).

Za

F1G. 9.2 — Deux contraintes sur le bloc

9.1.2 Conditions de non basculement.

Dans la proposition suivante nous allons voir quelles sont les conditions en termes de
position de GG, de A et de B qui font que le bloc ne bascule pas aprés un double impact.

Proposition 11 : Soit le bloc de la figure 9.1 d’inertie Iy,. par rapport a son centre de
masse G = (xg,Ya), Muioe la masse du bloc, A = (za,ya) et B = (xp,yp) les positions des
points de contact possibles avec le sol.

Alors une phase de double appui en A et B de durée non nulle existe si et seulement si:

[ ocC
(xc — 2a) (75 — 76) > — (9.1)
Mploc
]
Preuve.
Le bloc est soumis & deux contraintes unilatérales

0<yp L Ap=0

ol ya (respectivement yp) représente la position du point A (respectivement B ) par
rapport au sol, et A4 (respectivement A\ ) est le multiplicateur de Lagrange associé a cette
contrainte.

Les expressions de y4 et yp peuvent s’exprimer en fonction des variables d’états du sys-
téme:

Yya = Yg —acos —bsinh

Yyp = Yo —acost + csiné (9.3)

94 Jean-Matthieu Bourgeot



9.1 Cas du bloc de forme et d’inertie variable

Les longueurs a, b et ¢ sont représentées sur la figure 9.2, avec

b = licoso
¢ = lycosay . (9.4)
a = l;sinoy
Les équations (9.3) se réécrivent :
Yya = Yg — l1sinag cos — Iy cos ay sin 6 (9.5)
Yy = Yg — lisinaq cosf + [ cos ag sin '
Les vecteurs normaux aux deux contraintes n_ﬁ et 7?3 sont donnés par :
0
i o - !
1 sin oy sin@ — 15 cos oy cos O
9.6
; (9.6)
i — 1
[1 sin o sin 6 + l5 cos g cos 6
A Tinstant du double impact on a § = 0 d’ou:
0 0
nal = 1 et ng| = 1 (9.7)
6=0 —1y cos oy 6=0 l5 cos g

On en déduit I'expression des vecteurs tangents aux deux contraintes (voir la figure 9.3):

0 0
— —
ta = 1 ot tp| = 1 (9.8)
6=0 (licosay)™ 6=0 (—=ly cos )~

On détermine les configurations du bloc telles que le double support soit possible. Il faut
donc que la configuration du bloc soit telle que:

DS possible <= 0,2 (t;,) < g (9.9)
L’angle 0% est défini au sens de la métrique cinétique (voir I'équation (8.2)) d’ou
012 (1)) < g = LA M(t)ts >0 (9.10)
Le bloc est plan, X = (2q,yq,0)T, la matrice d’inertie du bloc est :
Mploc 0 0
M(tk) = 0 Mbloc 0 (911)
0 0 [bloc
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Chapitre 9. Identification du bipede par un bloc déformable

F1G. 9.3 — Vecteurs normauz et vecteurs tangents

oll My Teprésente la masse du bloc, et Ij,. son moment d’inertie par rapport a son centre
de masse.

La condition (9.10) se transforme en:

1

Mploc — [bloc 2 0 (912)
1115 cos o cos ag

L’inégalité (9.12) est équivalente a:

Iy
l1ly cos vy COS iy > —=

(9.13)
Mpioc
On remarque que pour ¢ = 0, les expressions [y cos o et [y cos ap représentent la projection
du centre de masse G sur le sol. La condition (9.13) devient:

I oc
(¢ —za)(zp — 26) 2 mi; (9.14)

]
Remarque 9 : On remarque que (xg—x4)(xp—x¢g) est maximum lorsque la projection
de G est exactement entre les deux points de contact A et B. Cela veut dire que si l’'on
compare le bloc au robot bipede, la configuration la plus favorable a un double support est
lorsque la projection du centre de gravité du bipede est entre ses deux pieds.
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9.2 Application au Rabbit

Nous allons appliquer le résultat précédent en considérant le robot Rabbit comme un bloc
de forme variable. Au moment de I'impact, le comportement du bipéde sera modélisé par le
comportement qu'un bloc de méme masse et de méme inertie.

9.2.1 Equivalence bloc - Rabbit

Soit I’hypothése suivante :

Hypothése 3 : A linstant d’un double impact, le comportement du bipéde (8.1) est équi-
valent a celui du bloc de forme variable de la figure 9.1 avec une inertie égale a celle du
bipede I(q) et de points de contact avec le sol A et B correspondant auz positions des pieds
du bipéde.

En supposant ’hypothése 3 vérifiée, la condition (9.1) de la proposition 11 devient :

(xg —xa)(xp —20) = I(q)

> — 9.15
Mbipéde ( )

Dans l'expression (9.15), les termes x4, x5 et x¢ ainsi que I(g) sont fonction de la confi-
guration ¢(t;) du bipeéde a I'impact. On résout donc notre probléme de double support en
s’assurant que le bipéde est dans la bonne configuration au moment de I'impact. Il faut donc
trouver la configuration @impee: qui maximise (rg — x4)(xp — x¢) tout en minimisant 1(q).
Nous allons maintenant voir comment on peut calculer 7(q).

9.2.2 Expression de [(q)

Ce bipeéde est un systéme plan, tout les axes de rotation sont paralléle, on peut donc uti-
liser le théoréme de Huyghens-Steiner pour calculer I'inertie du bipéde connaissant 'inertie
de chacun de ses éléments.

Le bipéede est composé de 5 corps, soit :

— 5; le 1-éme solide qui compose le bipede,

— (; le centre de masse du solide S;,

— m,; la masse du solide S;

— I; 'inertie du solide S; par rapport a G;
avec 1 <1 < 5.

Notation: On note /(0,X), l'inertie du solide ¥ par rapport au point O.
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Avec cette notation on a:

I{q) = I(G,Bipde) = 337, 1(G.S)) (9.16)
I = I(G:,S)) '
Le théoréme de Huyghens-Steiner nous donne que:
Les équations (9.16) et (9.17) nous donnent :
5
I(q) =Y _I1(G,S:) + miGG: (9.18)

i=1
Et finalement

5 5
I(q)=)Y _L+)Y mGG: (9.19)
=1 =1

9.2.3 Application aux données numériques du Rabbit

En prenant le cas le plus favorable c’est-a-dire x¢ au milieu de [z4;25] = d. On a:

2
dZ 5 1)
m (9.20)
q > 41(q)
m

En prenant les caractéristiques de masse et d’inertie du robot Rabbit on trouve les résultats
suivants :

— Si on néglige les masses virtuelles du théoréme de Huygens (les termes m; GG? de I'équa-
tion (9.19)) on obtient:

4.2,67
longueur du pas =d > 4/ 3’2 > 57cm (9.21)

— Si on suppose que le centre de masse GG est confondu avec les hanches, et en tenant
compte des masses virtuelles du théoréme de Huygens on obtient:

d > T7cm (9.22)

— Si on prend le modéle complet du bipéde, et en résolvant avec Matlab le petit probleme
d’optimisation énoncé dans la section 9.2.1, on trouve une configuration qui marche en

double support (0}2 < %) telle que la longueur du pas soit d’au moins 82cm (voir la
figure 9.4).
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9.3 Conclusion

08

0.6

04r

021

-0.2

-0.41

—06
82cm

7*1 *0‘.8 *0‘.6 *0‘.4 *0‘.2 (‘J O‘.Z O‘.4 0‘5 O‘B 1
F1G. 9.4 — Configuration admissible pour une marche en double support

9.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons vu une nouvelle approche du double impact pour le cas
d’un robot bipéde plan. Aprés avoir étendu des résultats au cas d’un bloc de forme variable,
nous avons constaté que le double support n’est possible qu’a la condition de faire des trés
grands pas (longueurs de pas supérieures & 82cm). Cette contrainte est beaucoup trop forte
car elle implique des allures de marche qui ne sont pas naturelles. En effet des pas trop longs
impliquent des inclinaisons trop importantes du tronc (voir figure 9.4).
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Conclusion générale

10.1 Conclusions

La contribution principale de cette thése concerne la poursuite de trajectoires pour des
systémes mécaniques non-réguliers.

Aprés avoir mené une réflexion sur les différences fondamentales qui existent entre la
poursuite de trajectoires pour des systémes réguliers et des systémes non-réguliers, nous
avons présenté une série de définitions et de propositions qui permettent d’étudier la stabilité
de ces systémes discontinus.

La seconde contribution de cette thése correspond au schéma de commande proposé qui
étend les lois de [Paden & Panja, 1988| et [Slotine & Li, 1988] aux cas non réguliers.
Ce controleur permet de faire de la poursuite de trajectoires comportant a la fois des
phases libres et des phases contraintes. Outre le fait de proposer une méthode permettant
de stabiliser un systéme dynamique sur une contrainte tout en ayant certaines garanties de
stabilité. Cette étude propose aussi une fagon propre de décoller le systéme de la contrainte en
fin de contact. De plus cette loi de commande est extensible aux cas des impacts multiples
sous réserve de quelques conditions.

Enfin la derniére contribution originale de cette thése concerne les robots bipédes plans.
Dans les chapitres 9 et suivants nous proposons une nouvelle facon de modéliser le comporte-
ment d’un bipede au moment des impacts entre les pieds du robot et le sol. Nous proposons
un modéle de type bloc qui permet, a la différence des modeéles de type “pendule inversé”, de
prendre en considération les doubles impacts nécessaires a une marche en double support.

10.2 Perspectives

D’une part, en ce qui concerne la poursuite de trajectoires, les perspectives liées a ce
travail sont ’extension des résultats du chapitre 7 au cas des n-impacts avec n > 3. Ainsi
que de proposer une stratégie de commande pour des contraintes dont ’angle cinétique est
obtus (0}2 > 7). Dans un premier temps nous pourrions envisager la cas plastique (e, = 0
ct 62, > 5.

En ce qui concerne I'analyse de stabilité, il serait intéressant de relaxer certaines hypothéses
faites sur les lois proposées, et plus particuliérement sur les limitations de la loi de Paden-Panja
lorsqu’il y a des couplages dans la matrice d’inertie ( M5 # 0). Comme nous 'avons vu
sur les simulations, cette loi semble étre stable dans certains cas ne vérifiant pas toutes les

hypothéses suffisantes ce qui permet d’espérer quelques résultats dans cette direction.
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Un dernier point concernant la poursuite de trajectoires serait de considérer des contacts
avec frottement ainsi que des systémes comportant de ’élasticité.

La résolution de ces différents points permettrait d’envisager 'application de cette loi de
commande pour la marche d’un robot bipéde complétement actionné (ce qui exclu pour
'instant le robot Rabbit).

D’autre part en ce qui concerne les robots bipédes sous-actionnés tels que le robot Rabbit,
les perspectives sont d’étendre 1'analogie de type bloc avec une loi plus compléte, c¢’est-a-dire
une loi qui prenne en compte les frottements.

Puis, un modéle complet du double impact validé sur la plateforme expérimentale Rabbit
permettrait de caractériser les configurations dans lesquelles le robot doit se présenter pour
obtenir un double support.

Le dernier point serait de développer une commande qui puisse enchainer des phases de
double puis de simple support.

L’ensemble du travail relatif a la poursuite de trajectoires a fait I’objet de plusieurs publi-
cations: [Bourgeot & Brogliato, 2002], [Bourgeot & Brogliato, 2003] et [Bourgeot & Brogliato,
2005].
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Annexe A
Preuve de la proposition 7

Pour rendre les calculs plus lisibles, nous faisons un abus de notation en écrivant :
V(t.q(t),q(t) = V(¢)

i) Sur [70° tg), on a Va(t) < 0, et donc Va(ty) < Va(7o%). De 'expression de V(t) en
(5.48), on déduit que:

V2(7'(§%yc) > V2<ta) > 72715@5)T‘j<t5) P ’Y2’Y1q~12(t8) (A-l)
d’ou
Val(ry™) . () = Lo (i
——— > |a(to) — @4(to)] = |aia(to)] (A.2)
Y271

car ¢(to) = 0. Ceci démontre le point (i) de la proposition 7. La trajectoire désirée gj,(.)
est choisie comme étant une fonction décroissante, d’aprés 'inégalité (A.2) nous avons donc

<t < - B TG R — J B0 (i Ta figure A
tmin < to < tmaz, avee ¢y (tmin) = e et ¢y (tmaz) = — — (voir la figure A.1).
Y Ay 4 e : keye Va(ry )
Remarque 10 : D’aprés la valeur de ¢4, il découle que si aVi(75<°) > o
alors on a ty < le ¢ pour le cycle k. [ ]

ii) Le signal ¢7,(t) est une fonction qui décroit jusqu’a la valeur —onl(T(/;C ¢). Choisissons un
polynéme de degré 3 pour caractériser ¢j,(t). Nous avons les conditions aux limites suivantes:
tini = Tok Yot topg = le ¢, Apres quelques calculs nous allons exprimer une borne supérieure
de ¢;,4(t) sur [tmin,tmaez| (sachant que to € [tmin,tmaz)) :

qfd@) = CL3t3 —+ CLQtQ -+ alt + ag
q;d(t) = 3a3t2 + 2a2t + aq

keye * keye cx A3
pour t;n; = 7'01LC o qiy(ting) = qual(Ty” L et ¢t (tini) =0 (4.3)
pour tepa = 11 1 qig(tena) = —aVi(15™) et ¢(tena) =0

Pour calculer = max |qi4(f)], nous allons faire un changement de I’échelle de temps

tE[tmin§ max
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Anneze A. Preuve de la proposition 7

k
—aV(TO cvey

Fi1G. A.1 — Trajectoire de transition de ¢;,(t)

keye

t=1(t), tel que ¢'(5""") = 0 et /(") = 1, et donc ¢/(t) = o

ey —eys - Nous obtenons :
7'1 -7y

as = 2[q1d(7'0kcyc) + aVl(Tokcyc)}

a5 = =3[qua(7e") + aVi (rdr)] (A4)
a; = 0
ay = gi(76°"")

et le signal ¢i,(t) devient :

@) = [qra(ro™*) + aVi(ry™)] (2t — 3t2) + g (15
(A.5)

Gig(t') = _6[‘]@(75%) + onl(r(fW)] (1=t

D’apres I’équation (A.5), nous voyons que gj,(t') est décroissante sur ¢’ € [0,1]. Par conséquent

N . Va(1p™)
Q1d<t/0) < qld(t;m'n) < -2 2 (A-6)
Y211
En insérant (A.5) dans (A.6), on obtient:
* kcyc kcyc 13 2 * kcyc ‘/2 (Tokcyc )
[QM(TO )+ aVi(r )] (2t5 — 3ty) + qia(15™) < T (A.7)
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Alors,

o [ keye Va(ry¥e
/2( /) qld(TO ’ ) N 2’(YQO’Yl : (A 8)
@q(10") + aVi (™)
Pour t > 0, on a t(2 —t) > t*(3 — 2t), d’ow:
o [ keye Va(rheve
12— 1) ol ™)\ (A.9)
@a(1y™) + aVi(my™")
Une racine de t(2 —t) =aest t =1 — /1 —a , il en résulte que:
k
keye Va (7 cyc)
QTd(T() Y )— .YOA/
ty =1—1\[1— e
0 \ q{d(,r:cyc)_’_avl (Tgcyc)
(A.10)
kC c
>1 aVl(TéCCyC)Jr VQE{;Ole : t
= - aVI(T(])Ccyc)+qu(T§cyC) - “min
Sur [tminstmaz), nous avons |¢,;(t")| < |¢t,(t,:)]- Donc on a aussi:
. k;c c k;c c
|d1a(to)] < =6(qa(r0™) + Va1 ) (1 = tpin)tin (A.11)
En remplacant dans (A.11), ¢ . par sa valeur (cf. A.10), on obtient:
aVi(rher) 4 1 L2
* % * cyc cyc 7271
()] < 6(ai(e) + aVa () ¥ (A12)
aVi(70™) + qi(70™")
L’expression (A.12) se simplifie en:
k
V cyc
iiat5)] < 64 Gia(ri™) + Al D0+ 2By a)
Maintenant nous repassons de la variable temporelle ¢’ a t. L'inégalité (A.13) devient :
. kcye keye keye Vs chyc
UAGOIRS —\/ (¢4(T5"") + V(7)) (@Va (g™ + [ ) (A-14)
1 0
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Anneze A. Preuve de la proposition 7

D’aprés Pexpression des fonctions de Lyapunov (5.48), nous avons que Va(t) > Vi(t). Donc
l'inégalité (A.14) devient:

keye
|q';d<to>|<W\/<qm< )+ V() aVa(r ) + [T (A5)

Soit le parameétre Ky suivant :

6 o
Ko = —————1/ aqi(67) + ¢ty (10 ) | —— + a2 + ay [ —— A.16
0 Reve _ keue \/ 1a(7o Tal T B ( )

Si le systéme est initialisé avec Va(70) < 1, alors V4 () = V32 () = Val(t) et Pinégalité (A.15)
devient :

ldta(t)] < KoVt () (A.17)

Le point (ii) de la proposition 7 est démontré.
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Annexe B
Preuve de la proposition 8

(i) Preuve du premier résultat de la proposition 8: Montrons que les points (a)
(b) et (d) de la proposition 2 sont satisfaits.

(a) Hors des phases Ij,,., on a Vi(t) = —15(t)Ts(t) [Slotine & Li, 1988], alors on a d’aprés
I'équation (5.48):
2
Is(OII* > 7
Amaz (M (q))
ol Apin(+) €t Apmaz(-) Teprésentent respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre.
On en déduit que:

Vi(t) (B.1)

. 21
A —c -y (B.2)
T (M)
La condition (a) de la proposition 2 est satisfaite avec v = m.

wn

(b) Aprés le premier impact, la dynamique en boucle fermée du systéme défini par (5.47)
et (4.1) est donnée par

M(q)s(t) + Clg,@)s(t) +mn5(t) = 0 (B.3)
Calculons V;(t) le long des trajectoires de (B.3):
Vi(t) = %S(t)TM(t)S(t) +5(t)" M(q)s(t) (B.4)

ot M(t) = 4[M(q(t))]. En insérant (B.3) dans (B.4) et en utilisant le fait que M(t)—2C(q.4)
est une matrice antisymétrique [Lozano et al., 2000, lemma 5.4] nous obtenons :

Th() = —ms()75(2) (B.5)

Aprés le premier impact le signal de référence ¢ est constant, les erreurs ¢ et ¢ sont définies

par I’équation (4.4) tel que ¢(t) = ( ¢ <;])1<t)q* ) et q(t) = < ai(t) = qid ) On a donc
o (1) —

' 2d @2(t) — ¢34
I'égalité suivante: g(t) = ¢(t) et on en déduit que:
s(t) = q(t) +nq(t

)
= q(t) +7q(t) — ’72<qu> (B.6)
q



Anneze B. Preuve de la proposition 8

Introduisons (B.6) dans (B.5) pour obtenir :
V) = —ms®)7s(t) + s (7
= —ms(t)Ts(t) +nres1(t)giy
(B.7)
= —ms(t)"s(t) + ny2q (gt + N (t)al,

= —ms()"s(t) + mv2@ (B aty — nvsa(t)|alyl
kcyc

Utilisant le fait que ¢1(t) = 0, ¢1(tx) = 0 et que ¢, = —aV (7,
impacts nous avons pour tout £ > 0:

Vl(tl;q) - Vl(tl-:) = f(tkﬂfkﬂ) Vl(t)dt

) < 0, alors entre deux

- f(tkvtk-H) /yls(t)Ts(t)dt - f(tk,tkﬂ) "71"722511 (t)|qrqldt

+71%2474 [0 ()] (B3)

tht+1

12

- f(tkvtk-H) /yls(t)Ts(t)dt o f(tk,tkﬂ) "71"722511 (t)lqrqldt
< 0

La condition (b) de la proposition 2 est satisfaite.

wn

(d) Commengons par le calcul de oy (t).
Pour k > 1, qu(t) = qa(ty) et Ga(t{) = qa(t;;) = 0 (voir Péquation (4.4)). Par conséquent

T uw) = v -
= L[ + a0 T Ml(t) + 12d(5)
—(@(t) + 72d(t)) T Mild(ty) + 12d(t;)]
= L4 Md(t)) = Salt) T Mid(ty) + el Mig(t) o
—q(t;)" Myq(ty)]
= Tu(t) +ld(t) — a(t;)] Mid(ty)

ott M}, & M(q(ty)). Utilisant le fait que ¢,(t;) = 0 et que q14(t) = 0 aprés le premier impact
(voir(4.4)), on obtient de (B.9):

ovi(te) = Tu(tr) +Y2G2(tr)T [Marog, (tr) + Mooy, ()] (B.10)
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Insérant (5.42) dans (B.10), on obtient pour tout k > 1:
ov,(tr) = Tr(ty) <0 (B.11)
Pour k£ = 0, deux cas sont a examiner :

- Sity > chyc alors nous avons encore qq(td) = qa(ty) et qa(ty) = Ga(ty) = 0, et nous
pouvons encore utiliser le résultats de 1’équation (B.11) pour obtenir :

ovi(to)) = Tulty) <0 (B.12)

- Sity < 71 alors nous avons qua(ty) # qa(ty) = 0et qua(ty) # qua(ty) = 0. Commengons
par calculer le saut initial:

ovi (to) = Tw(to) — 5da(ty )" M(q(te))da(ty ) — 373q1a(ts ) M (q(to))qra(ty)
+72[(G, (g ) M1 (q(to)) + G (ty )T Mar(q(t0)))qra(ty) (B.13)
+qua(ty ) Mia(q(to))q(te)] + vaqualty ) Miz(q(to)) G2ty )

En utilisant (B.12), (B.13) et (B.11) on obtient:

> ovitr) < lldt) o) 1 Mi(ato) | +2lldia(ts)]

(B.14)
[ M2 (q(to) |l 14(to )2ll + 3 llqrato)1 | Maa(q(to))I] 1G2(to)]
ou M, = [My;: My5)T. Maintenant nous allons montrer que :
> o () < KVi(ry™) (B.15)
k=0

ot K > 0. Calculons d’abord des majorants pour qia(tg), dia(ty), q(t5 ) et Ga(ty ). Sur [ree* to),
nous avons Va(t) < 0, si bien que Va(to) < Va(72°*°). De I'expression de la fonction de Lyapu-
nov (5.48) on obtient :

Va(ro™) 2 Valty) = vemd(te) d(ty) = vamlld(t)I1 (B.16)
ou encore,
o o Va(ry™°)
It < o)l </ =2 (B.17)
V2N
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Anneze B. Preuve de la proposition 8

D’aprés (5.48) on a Va(t) > 1s(t)"M(q)s(t). Par conséquent :

2Va(r™)

[s(to)]l < Moo (M) (B.18)

D’aprés les équations (B.17), (B.18) et la définition de s(t) on en conclut que

= kcyc
lg(to) I < [ls(to) I +2lla(te)] < [\/ \/ Vi (r (B.19)
mm Y27

D’apreés les équations (B.17), (B.19), les résultats de la proposition 7, le fait que Vz(ré“ @) <1
et le fait que qq(ty) = q;(ty) et du(ty) = @5ty ) , Uinégalité (B.14) devient:

S onlt) < KV () (B.20)
k=0
I O S B 2%
K= [\/”Yl)\min(M(Q)) + [ M1 (q(to)) || + {KO " + ’}/1} | Ma2(q(to))|l (B.21)

En insérant (5.48) dans (B.20), on trouve

- 1 31150 keyey |2
S o (k) < KV (7870 + K (3am) 3 (=) | (B.22)

Si bien que l'on a:
S onlte) < KV () + ¢ (B.23)
pour un € > 0. La condition (d) de la proposition 2 est satisfaite. Le systéme (4.1) bouclé

avec le controleur (5.47) satisfait a toutes les conditions de la proposition 2 avec € # 0. Par
conséquent, il est pratiquement faiblement stable sur 2 avec z(.) = s(.), et

NI

27

keye
et Tt (] +K+e')> Y=
Amaz (M (q))

(B.24)

(ii) Preuve du second résultat de la proposition 8: Montrons que les points (a) et
(d) de la proposition 2 sont satisfaits.
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(a) En dehors des phases I}, on peut calculer que [Spong et al., 1990]

T

Vao(t) = —mq ¢ —1173G5q (B.25)

Commengons par majorer V(). De I'expression de la fonction de Lyapunov (5.48) on déduit
que:

Amaz (M (q))
9

Amaz (M (q))

Valt) < .

lql1* + W1l + e Amar (M (@)1 + 222l (B.26)

Comme ||g||[|g]l < 11G]1? + |gl|? I'inégalité (B.26) peut se réécrire comme:

1+ 2 i Amaz(M(q)) (72 + 2) + 2 -
V(1) < Mo (M (@) s 2y 2 4 el MDD E20 g 3 97)
g V172
Soit
142 Aoan (M 2) +2
37t = maa A (M () 20 Anee MO 22 20 (B.25)
2m 21172
L’inégalité (B.27) devient
Va(t) <57 [l + 1o lal?] (B.29)
En insérant I’équation (B.25) dans l'inégalité (B.29) on trouve
Va(t) < =y Va(t) (B.30)

Alors Va(t) < —yVa(2), et la condition (a) de la proposition 2 est satisfaite.
wn

(d) Comme Vy(t) = Vi(t) + 7172q" q alors

ov, (tr) = ov, (tk) + 11720042 (tk) (B.31)

Pour k > 1, on a qq(t)) = qu(t; ), et comme la position g(¢) est une fonction continue, alors
on a que ojg2(tx) = 0 et:
oy (te) = o (te) = Tr(tk) <O (B.32)

Pour k =0, on a gq(t§) # qa(ty). Calculons un majorant pour ojz2(to). On a:
ayg2(to) = @ (te)I1” + 1@t I* — llaa (to)I* — ll@(to)II? (B.33)
Comme ¢oq(ty ) = qaa(ty), qua(ts) = 0 et ¢1(to) = 0 on obtient :

g2 (to) = —llquats)1* <0 (B.34)
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Des équations (B.31), (B.32), (B.34) et de 'inégalité (B.20) on déduit que:
[e.e] oo 3
Y oonlty) <D ow(t) < KV (1) (B.35)
k=0 k=0

La condition (d) de la proposition 2 est donc satisfaite. Le systéme (4.1) bouclé avec le
controleur (5.47) satisfait a toutes les conditions de la proposition 2(ii). Par conséquent il est
pratiquement faiblement stable sur Q2 avec z(.) = [s(.),g(.)].

u
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Annexe C
Probléme Linéaire de Complémentarité

Un LCP (Linear Complementarity Problem) est un systéme de la forme [Murty, 1997|:

A >0
AX+b > 0 (C.1)
M(AN+D) = 0
qui peut se réécrire sous la forme plus compacte
OSALAN+D2>0 (C.2)

Un tel LCP posséde une solution unique pour tout b, si et seulement si A est une P-matrice
(les matrices symétriques définies positives sont des P-matrices [Murty, 1997, Chap. 1, p.18]).
]
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Annexe D
Commande par la passivité (passivity
based control)

Les deux commandes que nous avons utilisées sont basées sur la passivité. Aprés quelques
définitions et théorémes nous allons voir dans cette annexe, comment on peut mettre le sys-
téme (4.1) avec les commandes (5.1) ou (5.47) sous la forme de blocs passifs, et quelles
conclusions on peut en tirer sur la stabilité de la boucle fermée, ainsi que sur la fonction de
Lyapunov a utiliser pour ’analyse de ces lois.

Pour plus de détails sur la passivité, je vous renvoie a l'ouvrage suivant [Lozano et al.,
2000], d’ott sont tirés la plupart des résultats de cette annexe.

D.1 Généralités

D.1.1 Définition de la passivité

Définition 9 Un systéme avec une entrée u et une sortie y ot u(t), y(t) € R™ est passif si il
existe une constante 3(X(0)) telle que

/0 YT (Hu(t)dt > H(X(0)) (D.1)

pour toutes fonctions u et tout T > 0. Si, en plus, il existe les constantes § > 0 et € > 0 telles
que

/0 yT(t)u(t)dt>ﬁ(X(0))+5/0 uT(t)u(t)dt+e/0 y T ()y(t)dt (D.2)

pour toutes fonctions u et tout T > 0, alors le systéme est strictement passif en entrée si
0 > 0, strictement passif en sortie si € > 0, et strictement passif si 6 >0 et € > 0. [ ]

D.1.2 Fonction de stockage

Théoréme 1 Supposons qu’il existe une fonction continue V (t) = 0 telle que

V(T) - V(0) < / g (t)u(t)dt (D.3)
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pour toutes fonctions u, tout T > 0 et tout V(0). Alors le systeme d’entrée u(t) et de sortie
y(t) est passif. Supposons en plus, qu’il existe deux constantes § > 0 et € > 0 telles que

V(T)—V(o)g/0 yT(t)u(t)dt—5/0 uT(t)u(t)dt—e/O yT (t)y(t)dt (D.4)

pour toutes fonctions u, tout T > 0 et tout V(0). Alors le systéme est strictement passif en
entrée si 0 > 0, strictement passif en sortie si € > 0, et strictement passif si § > 0 et € > 0.
|

On appelle “fonction de stockage” du systéme d’entrée u(t) et de sortie y(t), la fonction
V(t) du théoréme 1.

Interprétation énergétique

Si on considére que V(t) correspond a I'énergie du systéme, que fOT yTudt correspond &
I'énergie injectée dans le systéme par la commande sur [0,77], alors I’équation (D.3) caractérise
le fait que pour un systéme passif, ’énergie au temps T est inférieure a I’énergie initiale plus
I’énergie fournie par la commande. Ceci définit les systéemes dissipatifs.

D.1.3 Théoréme de la passivité

Théoréme 2 (Théoréme de la passivité) Supposons que deur systémes Hy et Hy (res-
pectivement d’entrées uy et uq, de sorties y; et ya) sont pseudo-strictement passifs, i.e.

T T T
/ ylupdt + 81 > 6 / uluydt + € / yly,dt
0 0 0

T T T (D.5)
/ szugdt + By = 0 / uqudt + € / yQTdet
0 0 0

avec 01 +€; =0 et 0y + 69 >0

Le systeme Hi-Hs en boucle fermée (voir figure D.1) est stable a gains finis si: 01 > 0, €a > 0
et €1+ 09 > 0,
avec €1 ou 09 possiblement négatif.

Corollaire 1 Le systéme en boucle fermée de la figure D.1 est stable a gains finis si:
1- Hy est passif et Hy est strictement passif en entrée. i.e. € =0, e >0, 61 = 0, d9 > 0.
2- H, est strictement passif en sortie et Hy est passif . i.e. e >0, e >0, 61 =0, d5 = 0.
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D.2 Loi de Paden et Panja

Uy Y1

Hiq

Y2 Ug

H2 i

Fi1G. D.1 — Les deux systémes Hy et Hy en boucle fermée

D.2 Loi de Paden et Panja

Revenons maintenant au cas de la loi de Paden-Panja. En boucle fermée la dynamique est
la suivante (voir I’équation (5.4) en page 47)):

M(q)q+ C(q.4)q + G +72q =0 (D.6)
Découpons la dynamique (D.6) en deux sous-systémes:

21:’&2:6

M o L O ’ NE
th { (g)(z (20)g = » Ho Y2 =mus+ iz (D.7)
e 21(0) = 4(0)

Vérifions la passivité de H; :

[ tomoa = [ @i+ i+ - Cd)ia
= [ M@+ 5T @i
LM )
U ) > S0 Ma0)i0)
X

avec Vi(t) = 24(t)TM(q(t))4(t). D’apres la définition 9, le systéme H; est passif. Et d’aprés
le théoréme 1, la fonction V(¢) est une fonction de stockage pour le systéme Hj.
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Vérifions la passivité de H;:

T T
/ oL (Bus(t)dt = / otz + 71 Tt
0 0
T T T
:72/ Ugu2dt+’h/ q qdt
0 0

T
_ T M-rar
_72/0 Uy Uadt + 5 [q" dly (D.9)

T
= 72/ uQTUth + Vo(T) — V5(0)
0
T

M/ T ~
> Tusdt —=1[G(0)7G(0
22 ) e e - 2[CJ() q( ﬂ

d2

8
avec Va(t) = 2q(t)"q(t). D’apres la définition 9, le systeme H, est strictement passif en entrée.
Et d’apres le théoréme 1, la fonction V5(t) est une fonction de stockage pour le systéme H,.

On boucle les deux sous-systémes H; et Hs tels que (voir figure D.2)

{m:_w, (D.10)

U2 = Y1

t Systéme Yy

Lagrangien

21 mtys |B

Fi1Gc. D.2 — Contréleur de Paden et Panja

Puisque H; est passif, et que H est strictement passif en entrée, d’apres le corollaire 1 la
boucle fermée est stable. De plus la somme des deux fonctions de stockage V; et V5 est une
fonction de Lyapunov de notre systéme.

V() = Vi) + Va(0) = i) Ma)i(r) + (o) ate) (D.11)

On retrouve la fonction de Lyapunov utilisée page 46.

122 Jean-Matthieu Bourgeot



D.3 Loi de Slotine et Li

D.3 Loi de Slotine et 1a

La dynamique de la boucle fermée du schéma de commande de [Slotine & Li, 1988] est la
suivante (voir I’équation (B.3) en page 111).

M(q)3(t) + C(a:q)s(t) = —ms(t) (D.12)
§g=-—"4q+s
Découpons la dynamique (D.12) en deux sous-systémes:
. . 21 = —7Y221 -+ U9
uy = M(q)s + C(q,q)s = —vy1s(t
Hl{ - (@)s+Clad)s =—mslt) g ) (D.13)
” 21(0) = 4(0)

Vérifions la passivité de H; :

On refait le méme calcul qu’en (D.8), en prenant s en lieu est place de g. On en déduit
que H; est passif, et que Vi(t) = 3s(¢)" M(q(t))s(t) est une fonction de stockage pour H.

Vérifions la passivité de H;:

T T
/ yT(Oua(t)dt =7 / Tt
0 0

T

1
= — [ yyypdt
T Jo
T T
= = dt + — dt
2/, Ugy Ugdl + 2 /s Y2 Y2
71 T 1 T T
R T =
> 0 + 5 Jo u3uadt + o /o Yo Yodt
B2 ~~ ~—

d2 €

D’aprés la définition 9, le systéme Hy est strictement passif . On peut montrer (voir [Lozano
et al., 2000, section 6.2.5]) que la fonction V(t) = 717927 21 est une fonction de stockage pour
H,.

On boucle les deux sous-systémes H; et Hj tels que (voir la figure D.3)

{ ="t (D.15)

U2 = Y1

Puisque H; est passif, et que Hy est strictement passif (donc strictement passif en entrée),
d’aprés le corollaire 1 la boucle fermée est stable. De plus la somme des deux fonctions de
stockage V; et V5 est une fonction de Lyapunov de notre systéme.
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V(t) = Vi(t) + Va(t) = %S(t)TM(Q)S(t) +9ma(t)"q(t) (D.16)

On retrouve la fonction de Lyapunov utilisée page 57.

U

M(q)s + C(q,4)s = —ms

Yy =5

Y2 = 718

G =g +s

U2

Fic. D.3 — Controleur de Slotine et Li
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Dans cette thése nous étudions, d'une part, la poursuite de trajectoires pour des systémes
mécaniques soumis a des contraintes unilatérales sans frottement. [’analyse de stabilité prend
en compte le caractére hybride et discontinu de la dynamique de ces systémes. Les différences
qu’il y a entre la poursuite de trajectoires pour des systémes contraints ou non, sont expliquées
en termes de trajectoires de références et de signaux de controles. Ce travail présente les
conditions de stabilité des controleurs proposés. Il est montré que la conception des phases de
transitions est un point clef dans ’analyse de stabilité. La robustesse de ces lois est étudiée sur
quelques simulations numériques. Finalement nous présentons quelques extensions possibles
de ce controleur aux impacts multiples.

La seconde partie de ce travail traite du double impact d’un bipéde avec le sol. Nous
déterminons quelles sont les conditions nécessaires pour avoir une marche en double support.

MOTS-CLES : CONTRAINTE UNILATERALE, IMPACT, HYBRIDE, STABILITE, BRAS MANI-
PULATEUR, BIPEDE

Control of Nonsmooth Mechanical Systems

In the first part of this thesis, we study the tracking control of Lagrangian systems sub-
ject to frictionless unilateral constraints. The stability analysis incorporates the hybrid and
nonsmooth dynamical feature of the overall system. The difference between tracking control
for unconstrained systems and unilaterally constrained ones, is explained in terms of closed-
loop desired trajectories and control signals. This work provides details on the conditions of
existence of controllers which guarantee stability. It is shown that the design of a suitable
transition phase desired trajectory, is a crucial step. Some simulation results provide informa-
tions on the robustness aspects. Finally the extension towards the case of multiple impacts is
considered.

The second part of this work deals with the double impact of biped on the ground. We
exhibit the necessary conditions to have a double support walk.

KEYWORDS : UNILATERAL CONSTRAINT, IMPACT, HYBRID, LYAPUNOV STABILITY, MA-
NIPULATOR ARM, BIPED
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