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Résumé - Dans ce papier nous étudions la poursuite de trajectoire pour des systèmes
mécaniques Lagrangiens soumis à des contraintes unilatérales sans frottements. L’analyse
de la stabilité de tels systèmes doit prendre en compte le caractère hybride (ou non-régulier)
de la dynamique du système complet. Les différences entre la poursuite de trajectoire pour
un système non-contraint et un système soumis à une contrainte unilatérale sont expliquées
en termes de trajectoires invariantes et de trajectoires désirées. Ces travaux donnent des
détails sur les conditions d’existence de loi de commande asymptotiquement stable.

Mots clé - Contraintes unilatérales, mécanique non régulière.

1 Introduction

Dans ce papier nous étudions la poursuite de trajec-
toire pour des systèmes mécaniques Lagrangiens soumis
à des contraintes unilatérales sans frottements. Ces
systèmes peuvent évoluer suivant trois types de mou-
vements : i) une phase de déplacement libre, ii) une
phase complètement contrainte, iii) une phase de tran-
sition qui permet de stabiliser le système sur une sur-
face. En partant des résultats de [3] [4] nous précisons
les conditions sous lesquelles la stabilité est assurée.

Par exemple le cas d’un système à n degrés de
liberté (n ≥ 2) est résolu dans [3] seulement si une
certaine matrice est Jacobienne, ce qui est restrictifs
comme on peut le voir dans les exemples de [2, §8.6].
Dans [4] l’existence d’une trajectoire spécifique pour
la phase de transition est supposée, sans être prouvée.
Ces deux points sont abordés dans ce papier.

1.1 Dynamique

Soit X ∈ IRn le vecteur de coordonnées généralisées.
Les systèmes étudiés dans ce papier sont des systèmes
Lagrangiens contraints unilatéralement, avec une fonc-
tion Lagrangienne L = 1

2ẊT M(X)Ẋ−U(X)−ΨΦ(X),

ou T (X, Ẋ) = 1
2ẊT M(X)Ẋ représente l’énergie ciné-

tique, U(X) représente l’énergie potentielle, et ΨΦ(X)
tient compte des contraintes unilatérales, i.e.ΨΦ(q) =
{

0 if q ∈ Φ
+∞ if q 6∈ Φ

, cette fonction est un potentiel

non-régulier associé aux contraintes unilatérales. La
dynamique du système peut s’écrire sous la forme :






M(X)Ẍ + C(X, Ẋ)Ẋ + G(X) = u + ∇F (X)λX

F (X) ≥ 0, F (X)T λX = 0, λX ≥ 0
Loi de choc

(1)
où M(X) = MT (X) > 0 ∈ IRn×n est la matrice
d’inertie, F (X) ∈ IRm représente la distance entre le

système et la surface de la contrainte, λX ∈ IRm est
le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte,
u ∈ IRn est le vecteur généralisé de la commande,
C(X, Ẋ) représente la matrice des effets de Coriolis et
centripètes, G(X) contient les force conservatives. ∇
représente le gradient. Les instants d’impact seront
notés dans la suite par tk. Le domaine admissible Φ
est le domaine fermé de l’espace de configuration dans
lequel le système peut évoluer (Φ = {X|F (X) ≥ 0}).
Le bord de Φ est noté ∂Φ. Une loi de choc est néces-
saire pour intégrer le système (1) et pour rendre le
domaine Φ invariant. Une loi de restitution est une
relation entre les vitesses après l’impact et les vitesses
avant l’impact. Pour ce travail nous choisissons la loi
de [6] :

Ẋ(t+k ) = −enẊ(t−k ) + (1 + en) arg minz∈TΦ(X(tk))

1
2 [z − Ẋ(t−k )]T M(X(tk))[z − Ẋ(t−k )]

(2)
Où Ẋ(t+k ) représente la vitesse post-impact, Ẋ(t−k )

la vitesse pré-impact, TΦ(X(t)) le cône tangent de Φ
au point X(t) et en est le coefficient de restitution,
en ∈ [0, 1].

La loi de restitution dans (2) implique une perte
d’énergie cinétique à chaque impact, cette perte est
donnée par :

TL(tk) = − 1
2

1−en

1+en

[

Ẋ(t+k ) − Ẋ(t−k )
]T

M(q(tk))
[

Ẋ(t+k ) − Ẋ(t−k )
]

≤ 0

(3)

1.2 Tâche cyclique

Dans ce papier nous nous limitons à l’étude de tâches
cycliques composées d’une succession de mouvements
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Figure 1: Trajectoire non contrainte.

libres avec des mouvements complètement contraints
(phases Ωk). Pendant la transition entre la phase libre
et la phase complètement contrainte, la dynamique du
systeme passe par une phase de transition Ik. La tran-
sition phase contrainte-phase libre est quant à elle in-

stantanée (il suffit que l’accélération d2

dt2
(F (X(t))) soit

positive pour qu’il y ait décollage). Dans le domaine
temporel nous pouvons représenter une tâche cyclique
par la décomposition suivante :

IR+ = Ω0 ∪ I0 ∪ Ω1
︸ ︷︷ ︸

cycle 0

∪Ω2∪I1∪...∪Ω2k ∪ Ik ∪ Ω2k+1
︸ ︷︷ ︸

cycle k

∪...

(4)
où Ω2k représente l’intervalle de temps associé au mou-
vement libre et Ω2k+1 pour les phases contraintes.

Les points i) et ii) de l’introduction impliquent
que la trajectoire invariante (noté X i,nc(·)) est de la
forme indiquée sur la figure 1. Il est clair que pour
avoir une phase contrainte il faut avoir F (X i,nc(t)) <

0 pour t(∈ Ω2k+1), autrement nous n’aurions pas de
force de contact lorsque le système suit parfaitement
la trajectoire de référence. En conséquence il existe un
point A dans l’espace de configuration, tel que X i,nc(·)
est transversale à ∂Φ en A. Ce point est le début de la
phase de transition. La gestion de cette phase de
transition est le point clef du problème traité
dans ce travail. Une première idée serait d’imposer
un contact tangentiel, i.e. avec ∇F (X∗

d )T Ẋ∗
d = 0,

où X∗
d (·) est le signal de référence utilisé dans la loi

de commande ( les différences entre X∗
d (·), et Xi,nc(·)

seront expliquées plus loin). Mais :

• α) A cause des erreurs initiales X(0)−X∗
d (0) 6=

0, et Ẋ(0) − Ẋ∗
d (0) 6= 0, des impacts peuvent

quand même se produire.

• β) Ce n’est pas une stratégie de commande ro-
buste puisque une mauvaise estimation de la po-
sition de la contrainte peut faire que le système
ne se stabilise pas du tout sur la surface ∂Φ.
C’est pour cela qu’il est préférable d’utiliser une
stratégie qui impose des collisions avec ∂Φ.

• γ) Dans tous les cas, les impacts doivent être
inclus dans l’analyse de stabilité.

• δ) La meilleure stratégie pour une stabilisation
sur ∂Φ est de recréer une dynamique en boucle
fermé qui copie la dynamique d’une balle qui
rebondit par terre Ẍ = −g, X ≥ 0 . Ceci est très
robuste vis-à-vis des incertitudes sur la position
de la contrainte.

Nous verrons dans la section suivante que le type
de stabilité que nous recherchons est basé sur l’utilisation
d’une même fonction de Lyapunov V (X, Ẋ, t) pour les
différentes phases. Ceci entraine quelques difficultés
dues aux points suivants :

• a) Il y a des couplages non-nuls entre les coor-
données “tangentielles” et “normales”, la matrice
d’inertie M(X) n’étant pas diagonale par blocs
dans les coordonnées appropriées.

• b)La fonction V (X, Ẋ, t) doit être unique pour
toutes les phases, i.e. pour Ω2k (ODE), Ω2k+1

(DAE), et pour Ik (MDE).

• c) Si V ≡ 0 alors un saut dans les vitesses
q̇(t+k ) 6= q̇(t−k ) implique un saut positif V (t+k ) −
V (t−k ) > 0 dans la fonction de Lyapunov. Cela
veut dire que des impacts vont généralement ex-
clure toute convergence asymptotique.

• d) La fonction V doit satisfaire V = 0 lorsque la
trajectoire invariante du système en boucle fer-
mée est parfaitement suivie. Ceci implique que
l’invariant du système contraint doit être utilisé
dans la définition de V .

Ce problème de poursuite de trajectoire est donc
sujet à de nombreuses contraintes. Le contrôleur que
nous proposerons devra satisfaire les points énoncés
précédement, or certains d’entre eux sont parfois an-
tagonistes (par exemple les points β) et c)). En effet
le point c) nous empèche d’avoir un contrôleur qui
provoque encore des collisions lorsque le temps tend
vers l’infini.

Pour clarifier les points précédents nous allons étudier
un système à un degré de liberté :







(Ẍ − Ẍ∗
d ) + γ2(Ẋ − Ẋ∗

d ) + γ1(X − X∗
d ) = λ

0 ≤ X ⊥ λ ≥ 0

Ẋ(t+k ) = −enẊ(t−k )
(5)

où X∗
d (·) est une fonction deux fois dérivable, γ2 > 0,

γ1 > 0. Le symbole ′′ ⊥′′ signifit que X et λ sont
orthogonal, i.e. Xλ = 0. Il est clair que X i,nc ≡ X∗

d .
Si X∗

d (t) < 0 sur une portion de I, alors la trajec-
toire invariante du système contraint ne peut pas être
X∗

d (·), puisque X∗
d (·) < 0 n’est pas atteignable. Dans

ce cas, la trajectoire invariante sera simplement 0 sur
I. Le point d) implique que la fonction V utilisée dans
l’analyse de stabilité (i.e. une fonction quadratique de
l’erreur de poursuite) doit être nulle sur Ω2k+1 (phases
complètement contraintes). Par conséquence la fonc-
tion de Lyapunov devra être choisi tel que sur Ik et sur



Ω2k+1 on ait V (X, Ẋ, t) = 0, puisque la trajectoire in-
variante est zero sur ces phases (même lors des phases
de rebonds). On en conclu que l’erreur de poursuite
X̃(·) utilisée dans V (·) doit satisfaire X̃(·) = 0 pour

que V (X̃ = 0, ˙̃
X = 0) = 0. Donc X̃(·) ne peut pas

etre défini à partir de X∗
d (·) ni de Xi,nc mais à partir

d’un troisième signal que nous noterons Xd(·).
Clarifions encore une fois la différence entre X∗

d (·)
et Xd(·). Prenons X∗

d < 0 constant dans (5). Nous
avons donc Xi,nc = X∗

d , par contre le point fixe du

système contraint est (X, Ẋ) = (0, 0), et nous devons
avoir V (X = 0, Ẋ = 0) = 0. En conséquence nous
devons définir Xd = 0 pendant la phase de stabilisa-
tion. Dans ce qui suit nous noterons X̃ = X − Xd et
X̄ = X−X∗

d . Enfin en général nous avons X i,nc 6= X∗
d

car Xi,nc est l’invariant du système non contraint, par
contre X∗

d peut devoir évoluer d’une phase de transi-
tion Ik à l’autre Ik+1.

La stratégie de commande que nous dévelepperons
par la suite prend en compte toutes ces contraintes, et
en particulier elle impose bien une trajectoire invari-
ante Xi,nc tel que décrite sur la figure 2 :

Pour la trajectoire invariante X i,nc le contact se
fait de façon tangentiel en A′′, à cet instant le contrôle
en force débute, ce qui explique le saut de X i,nc entre
A′′ et B.

Pour tenir compte du point β) et imposer au sys-
tème une dynamique proche de celle d’une balle qui
rebondit par terre il faut que X∗

d (·) puisse violer la con-
trainte pendant la phase de transition (entre les points
A et B′ de la figure 2), par contre X∗

d (·) doit tendre
vers la trajectoire de l’approche tangentielle après un
nombre fini ou infini de cycles pour pouvoir satisfaire
les points c) et d). Entre les points B et C la phase
Ω2k+1 se déroule ce qui rempli l’objectif du point ii).
La trajectoire en pointillée entre AA′B′ de la figure 2
représente X∗

d (·) pendant la phase de transition avec
impacts. Le système se stabilise sur ∂Φ entre les points
A et B′ puis le contrôleur commute sur un contrôle en
force, c’est pourquoi X i,nc(·) et X∗

d (·) peuvent sauter
en B. Dans le schéma de commande proposé plus tard,
le point B′ va converger (en un nombre fini ou infini
de cycles) vers A′′. Ceux qui nous permet de définir la
trajectoire invariante du système contraint en boucle
fermé comme étant la courbe (CAA′′C) noté Xi,c(·).
Cette trajectoire est sans impact.

Supposons que le but soit d’obtenir la poursuite
asymptotique d’une trajectoire périodique. Sur la fig-
ure 2 seules les orbites de X i,nc(·) (i.e. AA′′BCA)
et Xi,c(·) (i.e. AA′′CA) sont fixées. Les deux autres
orbites peuvent varier d’un cycle Ω2k ∪ Ik ∪ Ω2k+1 à
l’autre. Sur une phase Ik le point fixe du système en
boucle fermé est Xd ∈ ∂Φ (A′A′′) qui est différent
de X∗

d 6∈ Φ (A′B′). La courbe (AA′B′) et le point
A′ changent d’un cycle Ω2k ∪ Ik ∪ Ω2k+1 à l’autre
Ω2k+2 ∪ Ik+1 ∪ Ω2k+3.

Pour résumer la stratégie de commande et l’analyse
de stabilité va devoir utiliser quatre trajectoires dif-
férentes : X∗

d (·) comme entrée pour la commande,
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Xi,nc(t) = X∗

d (t) = Xd(t)

B

C

Xd(t)

Xi,nc(t) = X∗

d (t)

A

B′

A′′

Φ

A′

Xd(t)

= Xi,c(t) Xi,c(t)

Figure 2: Les trajectoires invariantes du systèmes en
boucle fermé.

Xd(·) pour la fonction de Lyapunov , X i,c(·) et Xi,nc(·).
Toujours en se référant à la figure 2: lorsque le sys-
tème est initialisé sur X i,c(·) entre C et A (i.e. sur Ω0),
si X(0) = Xi,c(0) et Ẋ(0) = Ẋi,c(0), alors Xd(t) =
Xi,c(t) sur (CA′′) et Xd(t) ∈ ∂Φ sur (A′′C). Par
contre si initialement X(0) 6= X i,c(0) et/ou Ẋ(0) 6=
Ẋi,c(0), alors Xd(t) 6= Xi,c(t) sur (AB′) et Xd(t)
est fixé à zero dans la fonction de Lyapunov à par-
tir du premier impact. Nous voyons ici la principale
différence par rapport au contrôle de systèmes non
contraints pour lesquels les quatres trajectoires sont
confondues, habituellement noté Xd(·).

2 Critère de Stabilité

Le critère de stabilité utilisé dans ce papier est une
extension de la seconde méthode de Lyapunov. Cette
extension adaptée aux systèmes mécaniques soumis à
des contraintes unilatérales a été proposé dans [3] et
[4]. Soit x(·) l’état du système (1) en boucle fermée
avec un contrôleur par retour d’état u(X, Ẋ, t).

Définition 1 (Système faiblement Ω-stable) Le
système est faiblement Ω-stable si pour tout ε > 0, il
existe δ(ε) > 0 tel que ‖ x(0) ‖≤ δ(ε) ⇒‖ x(t) ‖≤ ε

pour tout t ≥ 0, ≥ 0, t ∈ Ω = ∪k≥0Ωk. Si de plus
x(t) −→ 0 quand t −→ +∞, t ∈ Ω, alors le sys-
tème est asymptotiquement faiblement stable. Le sys-
tème est pratiquement faiblement stable s’il existe une
boule de rayon R > 0 centrée en x = 0, et telle que
x(t) ∈ B(0, R) pour tout t ≥ T ; T < +∞, t ∈ Ω,
R < +∞.

Définissons l’application de Poincaré associée à la
section Σ−

I = {x|Fi(X) = 0, ẊT∇Fi(X) < 0, i ∈ I}
où I est un sous-ensemble de {1, · · · ,m} :

PΣI
: Σ−

I → Σ−
I

xΣI
(k) 7→ xΣI

(k + 1).
(6)



où xΣI
est l’état de PΣI

. Introduisons la fonction
définie positive V (·) qui servira à la suite de l’analyse.
Soit VΣI

la restriction de V sur ΣI .

Définition 2 (Système fortement stable) Le sys-
tème est dit fortement stable si : (i) il est faible-
ment Ω-stable, (ii) sur les phases Ik, PΣI

est stable
au sens de Lyapunov en utilisant la fonction VΣI

, et
(iii) la suite {tk}k∈N possède un point d’accumulation
en temps fini t∞ < +∞.

Définissons la fonction de saut par σf (t) = f(t+)−
f(t−) et λ[.] comme étant la mesure de Lebesgue. Soit
V (·) qui satisfait V (x) ≥ α(||x||), α(0) = 0, α(·)
strictement croissante. Soit Ik = [τk

0 , tkf ].

Proposition 1 (Stabilité Faible [3]) Supposons que
la tâche est de la forme de (4), et que

(a) - λ[Ω] = +∞,

(b) - pour tout k ∈ N, λ[Ik] < +∞,

(c) - V (x(tkf ), tkf ) ≤ V (x(τk
0 ), τk

0 ),

(d) - V (x(.), .) uniformement bornée sur toutes les phases
Ik.

Si sur Ω, V̇ (x(t), t) ≤ 0 et σV (tk) ≤ 0 pour tout k ≥ 0,
alors le système en boucle fermée est faiblement Ω-
stable. Si V̇ (x(t), t) ≤ −γ(‖ x(t) ‖), γ(0) = 0, γ(·)
strictement croissante, alors le système est asympto-
tiquement faiblement Ω-stable.

Proposition 2 (Stabilité Faible) Supposons que les
points (a) and (b) de la proposition (1) soit satisfaits.
Si :

(a) - A l’exterieur des phases Ik, V̇ (t) = −γV (t) pour
un γ > 0,

(b) - pour les phases Ik, V (t−k+1) − V (t+k ) ≤ 0,

(c) - le système est initialisé dans Ω0 avec V (τ0
0 ) ≤ 1,

(d) - |
∑

k≥0 σV (tk)| ≤ KV κ(τk
0 ) pour un κ ≥ 0 et un

K ≥ 0.

Alors il existe une constante N < +∞ telle que
λ[tk∞, tkf ] = N , pour tout k ≥ 0 (l’indice du cycle), et
telle que :

(i) - Si κ ≥ 1 et N = 1
γ
ln( 1+K

β
) pour un 0 < β < 1,

alors V (τk+1
0 ) ≤ βV (τk

0 ). Le système est asymp-
totiquement faiblement stable.

(ii) - Si κ < 1, alors V (τk
0 ) ≤ β(γ), où β(γ) peut être

choisi arbitrairement faible en augmentant γ. Le
système est pratiquement faiblement stable avec
R = α−1(β(γ)).

Preuve: voir [1].

Proposition 3 (Stabilité Forte [3]) Le système est
fortement stable si en plus des conditions de la propo-
sition 1 nous avons :

- V (t−k+1) ≤ V (t−k );

- V uniformement bornée et continue sur Ik −
∪k{tk}.

3 Poursuite de trajectoire

3.1 Structure du contrôleur

Pour simplifier la conception et l’étude du contrôleur,
les équations de la dynamique du système (1) sont
considérées dans les coordonnées généralisées intro-
duitent par [5]. Après transformation dans le nouveau

système de coordonnées q =

[
q1

q2

]

, q1 =






q1
1
...

qm
1




,

q = Q(X) ∈ IRn, la dynamique du système est la
suivante :







M11(q)q̈1 + M12(q)q̈2 + C1(q, q̇)q̇ +g1(q)
= T1(q)u + λ

M21(q)q̈1 + M22(q)q̈2 + C2(q, q̇)q̇ +g2(q)
= T2(q)u

qi
1 ≥ 0, qi

1λi = 0, λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m

Loi de chocs
(7)

Avec M21(q) = MT
12(q) ∈ IR(n−m)×m, M11(q) ∈

IRm×m, M22(q) ∈ IR(n−m)×(n−m). Dans les nouvelles
coordonnées q, nous avons Φ = {q|Cq ≥ 0}. Le cône
tangent TΦ(q1 = 0) = {v|Cv ≥ 0} est l’espace des
vitesses admissible à la frontière de Φ.

Choisissons:

V (t, q̃, ˙̃q) =
1

2
˙̃qT M(q) ˙̃q +

1

2
γ1q̃

T q̃ + ΨΦ(q) (8)

Avec q̃(·) = q(·)−qd(·), et ΨΦ(q) est la fonction indica-
trice de l’ensemble Φ [6]. La loi de commande utilisée
dans ce contrôleur est basée sur celle présenté dans [7],
initialement prévue pour le contrôleur de mouvements
non-contraints. Soit :

T (q)u =







Unc = M(q)q̈∗d + C(q, q̇)q̇∗d + g(q)
−γ1(q − q∗d) − γ2(q̇ − q̇∗d)

Ut = Unc avant le premier impact

Ut = g(q) − γ1q̄ − γ2q̇ aprés le
premier impact

Uc = Unc − Pd + Kf (Pq − Pd)
(9)
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Figure 3: Schema bloc

où T (q) =

(
T1(q)
T2(q)

)

∈ IRn×n, γ1 > 0, γ2 > 0,

Kf > 0, Pd est la force souhaitée pour le mouvement
complètement contraint. Les signaux q∗d, qd et q̄ seront
définis plus loin, tout comme les conditions de commu-
tation entre les différents contrôleurs de (9). L’intérêt
de ce choix de contrôleur est que la fonction V (t, q̃, ˙̃q)
dans (8) est trés proche de l’énergie totale du système.
Remarquons que le choix de u est indépendant du co-
efficient de restitution en. D’après (9) la troisième
condition de la proposition 1 peut être remplacée par
V (tkf ) ≤ V (t−0 ) puisque V (t−0 ) ≤ V (τk

0 ).

3.2 Choix de la trajectoire de référence

Dans ce paragraphe nous définissons le signal de référence
q∗d(t) au cours de la phase de transition (voir la figure
4 pour q∗1d(·), où A,A′, B′, B et C correspondent aux
même points que sur la figure 2):

Notons que les indices k pour les phases Ωk et Ik

et pour les instants d’impact tk, ne sont pas reliés.
Définissons :

- τk
0 est l’instant de début de la phase de transition

(choisi par le concepteur),

- tk0 est l’instant correspondant à q∗1d(t
k
0)=0,

- t0 est le premier impact,

- t∞ correspond au point d’accumulation de la
suite {tk}k≥0,

- tkf est la fin de la phase de transition,

- τk
1 est tel que q∗1d(τ

k
1 ) = −αV (τk

0 ) et q̇∗1d(τ
k
1 ) = 0

(1).

- Ω2k+1 = [tkf , tkd].

1Dans [2] [4] il était implicitement supposé dans les preuves
de stabilité que τk

1 < t0, cette restriction est enlevé dans ce
papier.

Nous avons Ik = [τk
0 , tkf ], Ω2k+1 = [tkf , tkd]. Sur

[τk
0 , t0), nous imposons que q∗d(t) soit deux fois dériv-

able, et que q∗1d(t) décroisse jusqu’à la valeur −αV (τ k
0 )

sur [τk
0 , τk

1 ]. Pour tenir compte du couplage entre q1

et q2 (M12 6= 0), le signal q∗2d(t) ∈ C2(IR+) est gelé
durant la phase de transition, i.e.:

• q∗2d(t) = q∗2d, q̇∗2d(t) = 0 sur [τk
0 , t∞]

• q∗2d(t) est définit sur [τk
0 , tk0 ] tel que q̇∗2d(t

k
0) = 0.

Sur (t0, tf ], nous définissons qd et q∗d comme cela :

qd =

(
0

q∗2d

)

, q∗d =

(
−αV (τk

o )
q∗2d

)

(10)

Sur [tkf , tkd] nous fixons qd =

(
0

q2d(t)

)

. L’utilité

de q∗d est de créer une force de gravité “virtuelle” en di-
rection de ∂Φ, pour que le système puisse s’y stabiliser
même si sa position est incertaine. En conséquence le
point fixe (qd, q̇d) du système contraint est utilisé dans
l’expression de la fonction de Lyapunov (q̃ = q − qd),
alors que le point fixe non atteignable q∗d est utilisé
dans la loi de commande ( (9) q̄ = q − q∗d avec q∗d
défini dans(10)). En relation avec la figure 2, nous
avons que l’instant τk

0 correspond au point A, t∞ à
B′, tk0 à A′, tkd à C, et B à tkf (le terme −Pd − KfPd

permet de définir le signal X∗
d (·) entre les points B

et C de la figure 2). Si V (τk
0 ) = 0 alors le point A′′

correspond à l’instant τk
1 .

L’arc de trajectoire AA′ sur la figure 2 est normal
à ∂Φ (qui est le plan q1 = 0 de dimension m dans les
coordonnées q). La trajectoire invariante X i,c(·) en
boucle fermée est définie par qi,c(t) = q∗d(t) sur Ω2k,

qi,c(t) = q∗d(t) avec α = 0 sur Ik, et q
i,c
1 (t) = 0 sur

Ω2k+1, q
i,c
2 (t) = q∗2d(t) sur IR+. Cette trajectoire est

sans impact.
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Figure 4: La trajectoire q∗

1d(t)

3.3 Analyse de stabilité de la boucle

fermée

L’état du système en boucle fermée peut être choisi
comme étant x = (q̃, ˙̃q), en accord avec la définition 1
qui concerne uniquement les phases Ωk.

Définition 3 {CI} est le sous-espace des conditions
initiales x(0) qui assurent que t0 ≥ τk

1 uniformement
tout au long du mouvement dans (4).

A partir de maintenant considérons le cas où m =
1.

Hypothése 1 La loi de commande Ut de (9) assure
que la suite {tk}k≥0 des instant d’impact existe, et que
limk→+∞ tk = t∞ < +∞.

Une des difficultés dans l’analyse de stabilité le
long d’une trajectoire telle que (4), est de s’assurer
que les erreurs de poursuite initiales ne s’accroissent
pas d’un cycle Ω2k∪Ik∪Ω2k+1 à l’autre à cause des col-
lisions. Le point central de la stabilité de ces systèmes
est la valeur du premier saut de V (.), i.e. σV (t0).
Après calcul on obtient :







σV (tk) = TL(tk) ≤ 0 , k ≥ 1
σV (t0) = TL(t0) −

1
2γ1q1d

2(t−0 ) − 1
2 q̇d(t

−
0 )T

Mq̇d(t
−
0 ) + M11q̇1(t

−
0 )q̇1d(t

−
0 )

+q̇2(t
−
0 )T M21q̇1d(t

−
0 )

(11)
Il est intèressant de constater que les egalités dans

(11) sont indépendantes du choix de la loi de resti-
tution. La seul hypothése faite est que les impacts
doivent dissiper de l’énergie cinétique.

Le choix de q∗d(.) et de la stratégie de com-
mutation entre Unc, Uc et Ut, est essentiellement
fait afin de darantir σV (tk) ≤ 0 pour k ≥ 0.

Proposition 4 Supposons que l’hypothése (1) soit sat-
isfaite. Le système définit par (1) bouclé avec le con-
tôleur (9) et qd(·), q∗d(·) tel que définit dans le para-
graphe 3.2, est :

(i) - Asymptotiquement fortement stable si x(0) ∈ {CI}.

(ii) - Asymptotiquement fortement stable si q∗d(.) est
choisi tel que au moment du premier impact on
ait

[
M11q̇1(t

−
0 ) + q̇2(t

−
0 )T M21

]
q̇∗1d(t

−
0 ) ≤ 0.

(iii) - Asymptotiquement fortement stable si M12 = 0
et en = 0.

(iv) - Asymptotiquement faiblement stable si M12 = 0
et 0 ≤ en < 1.

Preuve: voir [1].

3.4 Perspectives

L’utilisation des résultats de la proposition 2 nécessite
de choisir une loi de commande Unc qui vérifie le point
(a) de la proposition 2. Pour l’instant les commandes
de Slotine et Li ou un retour d’état par linéarisation
entrées/sorties peuvent être essayées. Le point crucial
est de montrer le point (d) de la proposition 2.

4 Résultats de simulation

Cette stratégie de commande est testée en simulation
sur un bras manipulateur à deux degrés de liberté pour
le cas simple d’une seule contrainte scalaire. La sur-
face de contact correspond au sol (y = 0). Le change-
ment de coordonnées correspondant à (7) est d’utiliser
les coordonnées de l’espace de travail (x, y). Soit :

q =

[
q1

q2

]

=

[
y

x

]

, y > 0

La figure 5 montre l’évolution de q1(t) et de q2(t)
au cours d’une tâche cyclique de (4) . La courbe de q1

montre la convergence asymptotique : les valeurs de
αV (τk

0 ) décroissent de façon exponentielle. La courbe
de q2 montre l’effet du couplage entre q1 et q2. A
chaque impact, il y a un saut dans q̇2. Le replat pe-
riodique sur q2d correspond à la phase de transition
durant laquelle q2d est gelée.
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Figure 5: Convergence Asymptotique

5 Conclusion

Dans ce papier nous avons abordé le contrôle de sys-
tème mécanique complètement actionnés soumis à des
contraintes unilatérales sans frottements. Ces sys-
tèmes sont dits non régulier parce qu’ils sont disconti-
nus au niveau des vitesses (à chaque instants d’impact),
leurs accélérations et les forces de contact sont des
mesures. L’extension des techniques de poursuite de
trajectoire pour des systèmes non contraints aux sys-
tèmes non réguliers n’est pas immédiate. Le but de
ce papier est d’étudier un contrôleur par retour d’état
pour ce type de système, lorsqu’ils effectuent une tâche
cyclique contenant des collisions.
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